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المقدمة 

هذا الكتاب هو تطوير لمحاضراتنا التي ألقيناها على طلبة الكليات 
العلمية و الادبية في عدة جامعات عربية لأكثر من عقدين. وهكذا فهو موجه 
بشكل اساسي. للطلبة الجامعيين الدارسين للمنطق ولا يتطلب منهم أية 
معلومات مسبقة في المنطق أو في الرياضيات وإن كنا قد استخدمنا فيه 
مفاهيم وعمليات وعلاقات أولية من نظرية المجموعات نفترض أن يكون 
القارئ مطلعا عليها سواء كان تخصصه أدبيا أم علميا. 

لقد كان هدفنا من إصدار هذا الكتاب هو تقديم مادة نريدها أن تکون؛ 
أولا قابلة للاستيعاب بشكل .كامل من قبل طلبة الجامعات خصوصا ونحن 
نرى أن معظم الكتب العربية والأجنبية ينقصها الوضوح الذي يجعل محتواها 
في متناول هؤلاء الطلبة. كما أن تجربتنا في تدريس هذا العلم قد أوصلتنا 
إلى استنتاج يفيد بان غياب مصادر قادرة على تبسيطه قد أعاق حتى انتشاره 
والتخصص فيه. 

أردنا بهذا الكتاب ثانياء أن نقدم مادة باللغة العربية تنسجم مع ما وصل 
إليه هذا العلم من أساليب ومعالجات عصرية وتكون استمرار لكتب الرواد 
الذين كتبوا فيه ولم تعد معالجاتهم تساير التقدم الهائل في هذا العلم. إن تقديم 
مادة يستطيع طلبه الجامعات استيعابها بسبب من وضوح المعالجة التاتج من 
دقتها وكذا مسايرتها للتطور تمثل أهدافنا الرئيسية. 

إن ما أردنا الوصول إليه من محتوى الكتاب هو تمكين الطلبة من 
اكتشاف وكتابة البراهين الصورية للحجج فقدمنا له بالتفصيل عرضا دقيقا 
لعملية الاشتقاق التي تمثل إحدى الأركان الرئيسية لمحتوى الكتاب. ذلك أننا 
نعتقد بان إحدى الأهداف المركزية للمنطق هو التمييز بين الحجج الصحيحة 
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والخاطئة. وبعد أن مكنا القارئ من عملية الاشتقاق قمنا ببناء المنطق 
الرمزي نفسه على شکل نسق والذي یمثل الهدف المركزي الاخر . 

دخل في الفصل الأول لغة رمزية بسيطة هي لغة حساب القضایا 
حیث ندرس الجانب النحوي (التركيبي) وجانب الدلالة من هذه اللغة. 
استخدمنا العدید من الامثلة لغخرض ترجمتها من اللغة العربية إلى اللغة 
الرمزية لحساب القضایا. 

الفصل الثاني مخصص بشکل رئيسي لمفیوم البرهان الصوري في 
حساب القضایا. باستخدام تعریف العلاقتین (ینتج) و(یکافی) تدخل العدید من 
قواعد الاشتقاق المستخدمة في البر اهین الصورية الثلائة: المباشر. الشرطي» 
غير المباشر. تدخل الحجح الصحيحة و الحجج الخاطئةء حیث یستخدم المثال 
المضاد لبرهان خطأ الحجج. ندخل کذلك مفهومي اتساق الصیغ وعدم 
اتساقهاء حیث نقوم بتعریفهما وبرهان الشرط اللازم و الكافي لهما. 

الفصل الثالث يغطي بناء نسق صوري لحساب القضایا. بعد تحدید 
مکونات النسق الصوري المتمثلة في أبجدية النسق» قواعد بناء الصيغء قواعد 
الاشتقاق ومجموعات بدیهیات النسق؛ نقوم ببناء النسق الصوري وذلك 
باعطاء بعض من مبرھنات النسق. نبرهن ایضا خواص النسق : التمامية 
الاتساق. الاستقلال. 

یخصص الفصل الرابع لدلالة حساب المحمولات. إن تفسیر صيغة في 
حساب المحمولات یمائل تعيين قیم صدق للمتغیرات القضائية لصيغة في 
حساب القضایا. نناقش مفهومي الکذب والصدق في التفسیرات. إن استیعاب 
هذین المفهومین من قبل الطلبة یساعدهم على فهم لماذا تحافظ على الصدق 
قواعد الاشتقاق المدخلة في الفصل التالی. 
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في الفصل الخامس تضاف اربعة قواعد اشنقاق جديدة هي: التخصیص 
الكلي: التکمیم ¿SB‏ التمثیل الوجودي والتکمیم الوجودي. وهکذا یصبح 
بالامکان اعطاء براهین صورية للحجج في حساب المحمولات. نقوم بادخال 
العلاقات على أنواعها وننشا براهین صورية للحجج التي تحوي المکممین؛ 
الكلي والوجودي. یخنتم هذا الفصل بعلاقة الهوية حیث تعطی قواعد اشتقاقها 
وتنشأ براهین صورية لها. 
یعالج الفصل السادس الانساق الصورية لحساب المحمولات؛ حيث یتم 
بناء نسق صوري لحساب المحمولات. 
یخصص الفصل السابم لاستخدام آشجار الصدق كطريقة فعالة من 
أجل : تحدید نوع الصیغ؛ صحة الحجج, 33 الصیغ واتساقها. یتم هذا 
الاستخدام في حساب القضايا ثم يتم إدخال أشجار الصدق في حساب 
المحمولات لتحديد صحة الحجج. 
قمنا بحل التمارين التي تغطي کل فصول الكتاب بالتفصیل؛ حیت. 
شغلت الحلول ثمانین صفحة. وهذا هو أول كتاب باللغة العربية في المنطق 
يتضمن حلولا للتمارين بهذا العدد الكبير. إن هدفنا من هذا هو تشجيع الطلبة 
والأساتذة في الجامعات على تبني الكتاب ككتاب تدريسي. 
أخيرا نود أن نشكر الدكتور بوعرفة عبد القادر على اهتمامه بإنجاز 
هذا الكتاب وكذا الانسة عزاش امينة التي بتلت جهدا كبيرا من أجل الاخراج 
التقني الأفضل له. 
د/اسعد الجنابي 
2006 
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Language of Propositional لغة حساب القضایا‎ 


Calculus 


1 1 موضوع المنطق واللغه الرمزية 

تحدث المحاججة كلما قدمت أسباب لدعم قضية ما. فعندما أكد غالیلو 
قضية أن الارض تتحرك وقدم آسبابا أو دلائل داعما هذه القضية فانه بذلك 
استخدم المحاججة. بشکل مشابه» فعندما يؤكد المحامي قضية أن موکله 
بريء ويقدم أسبابه ودلائله داعما هذه القضية فانه بذلك يستخدم المحاججة. 
عندما يستخدم العالم والمحامي المحاججة فانهما يفعلان ذلك بواسطة تقديم 
قضية أو مجموعة قضايا يعتقدان بها من أجل دعم أو إسناد القضية التي 
يريدان إثباتها. لنسمي القضية المدعومة بواسطة المحاججة بالنتيجة. ولئسمي 
القضية أو القضايا المستخدمة في المحاججة لدعم النتيجة بالمقدمات. 
المجموعة التي تضم المقدمات والنتيجة تسمى الحجة. إن معنی كلمة (الحجة) 
هنا يختلف عن معناه في اللغة العاديةء فليس له أي جامع مع الجدالات أو 
المناظرات. فمثلاء المقدمات والنتيجة التي نجدها في كتاب الهندسة ليس لها 
ما تفعله مع النزاع أو الاختلاف. وهكذا فإن الحجة هي مجموعة من 
القضاياء إحداها تسمى نتيجة أما الأخريات فتسمى مقدمات. 

من الواضح أنه توجد حجج صحيحة وأخرى خاطئة. تسمی الحجة 
صحيحة اذا كانت المقدمات فعلا تدعم النتيجة. أو بعبارة أخرىء إذا كانت 
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النتيجة تنتج من المقدمات, وتسمی الحجة خاطئة إذا كانت المقدمات لا تدعم 
النتيجة. أو بعبارة آخری: إذا كانت النتيجة لا تنتج من المقدمات. 
مجموعة القضايا في المثال التالي تكوّن حجة صحيحة. 
)1( 13 كانت الارض تدور حول الشمس فان الارض تتحرك. 
)2( الارض تدور حول الشمس. 
)3( الارض تتحرك. 
القضیتان )1( و )2( في المثال اعلاه تمثلان المقدمات و(3) هي النتيجة. 
مجموعة القضايا في المثال التالی تكوّن حجة خاطئة. 
)1( 13 كانت الارض تدور حول الشمس فان الأرض تتحرك. 
)2( الارض تتحرك. 
)3( الارض تدور حول الشمس. 
القضیتان )1( و(2) فی المثال تمثلان المقدمات و (3) هي النتيجة. 

المنطق هو العلم الذي یدرس الحجج. إن ما يهم المنطق هو الجواب 
على السوال: هل أن النتيجة نتتج من المقدمات؟ أي هل أنه عندما تکون 
المقدمات جمیعها صادقة. فالنتيجة تكون صادقة ایضا؟. إذا كان الجواب 
بنعم» فیقال أن الحجة صحیحة أو أن التفکیر الاستدلالي صحیحا. وإذا کان 
الجواب بلاء أي أنه عندما O S‏ المقدمات صادقة والنتيجة کاذبةء فیقال أن 
لحجة خاطئة أو يقال أن التفکیر الاستدلالي خاطی. لهذا يقال آیضا أن 


المنطق یبحث في التفكير الاستدلالي . تؤكد س.هاك على أن (إحدى المهام 
المركزية للمنطق هي التمییز بين الحجج الصحيحة والحجج الخاطئة)”. 

إن التفکیر يجد تعبیره في اللغة ولهذا فلا بد له أن یبحث في اللغة 
التي هي الوسيلة الوحيدة لصياغة وارنقاء الافکار. وفي الحقيقة» فان الفکر 
واللغة یشترطان احدهما الآخر. وبالرغم من أن اللغة العادية تمثل إنجازا 
عظیما في تاريخ الفکر البشري ولکنه بسبب من غایاتها العملية» فلم تكن 
)49 والوضوح صفة لها. ولهذا فلتجنب المصاعب التي ترتبط بهذه اللغة 
والتي سنتعرض لها ومنها الغموض وكذلك فانه من أجل الاقتصاد في الفراغ 
والوقت فلقد قام المشتخلون في العلوم المختلفة باستخدام رموزا للتعبیر عن 
نظریاتهم» الامر الذي مکن العلوم من التطور الهائل. 

بشکل مشابه» تم تکوین رموزا للمنطق» وذلك لان دقة اللغة الرمزية 
هو الاهم من أجل توضیح الترکیب المنطقي لاستدلالاتناء بینما اللغة العادية 
تکون عاجزة عن ذلك. وکمثال لناخذ مجموعتي القضایا (الحجتین) التالیتین» 
وحیث وضعت (اذن) لفصل المقدمات عن النتيجة. 
Uj 0‏ صدیق احمد. 
أحمد شاعر. 
اذن» أنا صديق شاعر . 


(ب) أنا صديق أحدهم : 


1 د. أسعد الجنابي- للمنصق الرياضي: دوره ومكانه في الرياضيات الحدیثةف مرکز البحوث» عدن 16 . 
Haack, S.- Philosophy of logics, Cambridge University Press, 1999, Ch. 1‏ ` 
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أحدهم نزل على سطح القمر. 
إذن» أنا صدیق النازل على سطح القمر . 
هاتان المجموعتان لهما نفس الشکل من وجهة نظر اللغة العاديةء بالرغم من 
أن التفکیر الاستدلالي کان صحیحا فقط في (أ). إن الشکل اللغوي لمجموعتي 
القضایا لیس متطابقا مع ترکییهما المنطقي. إن هذا يقود إلى ضرورة ابتکار 
لغة متکاملة للمنطق» بحيث یصبح من غير الممکن التعبیر عن استدلالات 
مختلفة الترکیب المنطقي لنفس الشکل اللغوي. بالاضافة إلى ذلك ففي اللغة 
المتکاملة هذه توجد رموز ليست مبهمةء وصیاغات دقيقة. وهکذا یکون من 
لسهل جدا التحقق من صحة الاستدلالات التي نعملهاء وهذه السهولة غير 
ممکنه فی اللغه العادية. وکما يقول وایت هید: یمکننا بو اسطه اللغة الرمزية 
الانتقال في الاستدلالات G‏ تقريبا بواسطة العین"". لقد أصبحت اللغة 
الرمزية ضرورة من أجل انجاز المعالجة العلمية الدقيقة المطلوبة بالمنطق» 
كما آنها اصبحت أداة اکتشاف ولیس مجرد رموز Oa‏ لأنها تکتشف أفكارا 
جدیدة. 

المنطق الرمزي المعاصر يدرس صور الحجج. صور الحجج هي 
نماذج مجردة تشترك بها العدید من الحجج المختلفة المضمون". وللتوضیح 
نأخذ الحجج الثلاثة التالية والتي تمتلك نفس الصورة : 


' ,امہ‎ 1: M.-Symbolic logyc,Macmillan publishing co.Inc.New York, 1979, P. 7 
> Susane K. Langer- An Introduction tosymbolic logic, Dover pulication, 1976, P. 60. 
3 John, N. And Dennis, R. — Logic, McGraw-Hill co., New York, 1988, P.15. 
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[. إذ هطل المطر فان أحمد یفتح المظلة. 
هطل المطر . 
إذن» أحمد یفتح المظله. 
2 13 تطابق المتلثان ABC‏ و ,۸,9,6 فان ,ره > .AB‏ 
تطایق المنلتان ABC‏ و .A,BICI‏ 
إذن» AB = A,B;‏ . 
3. إذا حل الصيف فان درجة الحرارة ترتفع. 
كل لصف 
اذن: درجة الحرارة ترتفع. 
إن ما تشترك به الحجج الثلائة هو الصورة التالية والتي أصبح من الممکن 
ایجادها باستخدام الرموز : 
إذا كان K‏ فان L‏ 
K‏ 
إذن» L‏ 
القضیتان ‏ وا في هذه الصورة یمکن التعویض فیهما باي زوج من 
القضایا للحصول على حجة ما. أي أن کا وبا متغیران. وبما أن عدد ازواج 
القضايا لا نهائي فان صورة الحجج هذه تمثل عدد لانهائي أیضا من الحجج 
المختلفة و التي لها نفس الترکیب» نقصد ترکیب المقدمات و النتيجة. کذلك فان 


الصور S‏ المذكورة هي استدلال ذو خطوة واحدة بمقدمتین ونتیجذ. 
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1. 2 القضایا والعملیات على Propositions and‏ 


Operations on Propositions 

القضايا 

مفهوم القضية في المنطق يشيه مفاهيم الهندسة المستوية: النقطةء 
المستقیم» المستوي اذ سنتقبله بدون تعريف. توصف القضية بأتها الجملة 
الخبرية التي يمكن أن تكون صادقة أو كاذبة. سنقوم الآن بتوضيحها بواسطة 
الامتله: 
العدد 6 لا يقبل القسمة على 3. 
الكندي فيلسوف عربي. 
صنعاء عاصمة الجمهورية اليمينة. 

نلاحظ في هذه الأمثلة أن القضيتين الثانية والثالثۀ صادقتان» أو أن 
قيمة صدق کل منهما 7. القضية الأولى كاذبةء أو أن قيمة صدقها .F‏ 
سندرس العمليات على القضايا وذلك باستخدام روابط لنصل إلى تكوين لغة 
رمزية لحساب القضايا. سنهتم بجانب النحو أو الترکیب" لهذه اللغة» أي 
دراسة اللغۀ الرمزية دون الالتفات إلى تفسيرها أو دراسة ما نسميه بناء 
الصيغ وكذا سنهتم بجانب الدلالة” لهاء أي دراسة كيفية تفسير هذه اللغة. 

تقسم القضايا إلى قضايا ذرية (بسيطة) وقضايا مركبة. القضية 
الذرية هي القضية التي لا يمثل أي جزء منها قضية. Lj‏ القضية المركبة 


فيمكن تجزئتها إلى قضايا أخرى تسمى مركباتها. 


1 - Syntax 
2 _ Semantics 
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كبداية لتکوین لغه رمزية لحساب القضايا سنرمز بو اسطه الحروف 
الكبيرة A, B, Cosa‏ (ما عدا (Fg T‏ و هده الحروف ودلائلها 
.2 ,الا ,... Al,‏ ہر۸ للتعبير عن القضايا الذرية ونسميها المتغيرات 


1 1 داله النفي Function of Negation‏ 
النفي هي العملية الایسط على القضايا. یعرف نفي قضية معطاة على 
أنه قضية تکون صادقة إذا كانت القضية المعطاة کاذبة وتکون كاذبة اذا 
كانت القضية المعطاة صادقة. سنرمز لنفی القضية K‏ بواسطة K‏ ]. یمکننا 
إعطاء التعریف التالي: 13 کانت1 قضية فان × | تقرأ (نفي OK‏ تعتبر 
صادقة 13 كانت K‏ كانبة وتعتبر ×| كاذبة إذا كانت K‏ صادقة. أدوات النفي 
بالاضافة إلى (ليس) فی اللغة العربية هي أيضا: لم» لاء من الخطا آن... . 
یعتبر الرمز | رابطا بالرغم من أنه يؤثر على قضية واحدة ولهذا یسمی 
رابطا احادیا. من المفید كتابة قيم صدق القضایا في جداول الصدق. جدول 

الصدق ‏ | يكون على الشکل آدناه . 


یتبین من الجدول انه اذا كانت K‏ صادقة» فان K | TK‏ 
K‏ | تكون كاذبة وإذا كانت K‏ كاذبة فان ×| T | F‏ 
F | T‏ 


صادقة؛ وهکذا یعرف هذا الجدول دالة صدق". 


1 - دالة الصدق هي الدالة التي تتكون مجموعة تمریفها من متتالیاث قيم صدق ومستقرها المجموعة ( ۲,۲ ( 
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مجمو عه تعریف داله الصدق هده هي 

{TF} (T,F} ۱ ۱ ۱‏ 
41,۳۱ اما مستفر ها فهو المجمو عه نفسپا 1۴ 

1 

(۰)1,۲ يمكن التعبیر عن دالة الصدق "Eq:‏ 
هذه كما هو موضح فی المخطط: 
حیث f‏ | یرمز لداله النفي. 

اذا رمزنا لدالة النفي بواسطة | فیکون ۴= (۶)7|ء ۲= (۴)۴|. 
إن اعتبار النفي کدالة صدق يملك آهمية خاصة لانه يعني أننا نستطیم تحدید 


قيمة صدق ×| وذلك بمعرفة قيمة صدق القضية المركبة لها . 
2 داله الوصل Conjunctive Function‏ 

إذا ربطت قضیتان بو اسطة الرابط (و)» فالقضية النانجة تسمی قضية 
وصل هاتين القضيتين. إذا رمزنا بواسطة K‏ للقضية (احمد داخل الدار) وا 
للقضية (علي یذاکر دروسه) ورمزنا للرابط (و) بواسطة ۸ء فاننا نستطیع 
كتابة (أحمد داخل الدار وعلي یذاکر دروسه) هکذا K ۸ L‏ والذي يقرأ 
K)‏ وصل 1). تسمى کل من × و L‏ (القضيتين المرکیتین للقضية L‏ ۸ ) 
بالمعطوفة. 

ستبین الآن كيف تعتمد قيمة صدق ا ۸ K‏ على aš‏ صدق ‏ وا. 
فمثلا القضية التالية: (العدد 2 هو عدد أولي وعدد زوجی) هي قضية صادقة 
لان كلا من القضیتین المرکبتین لها (المعطوفتین) صادقتین. آما القضية: 
(تونس دولة عربية ودولة أسيوية) فهي کاذبة وذلك لان المعطوفة التانية 
وهي (تونس دولة أسيوية) کاذبة. یمکننا اعطاء التعریف التالي: 
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اذا — K‏ وبا قضیتین فان با K A‏ تسمی (وصل) K‏ وبا. تعتبر .1 ۸ ۴ 
صادقه فعط 13 كانت القضیتان کلتاهما K‏ وا صادفتین. اما في الحالات 
الاخری فتعتبر با ۸ ۷ کاذبة. تسمی K‏ المعطوفة الأولى وا المعطوفة الثانية. 
يعبر عن الوصل أيضا باللغة العربية بکلمات مثل: (لکن)» (بالرغم من)؛ 
(وأکثر من ذلك) ویمکن وضع تعریف الوصل في الجدول آدناه. 
کر سه رل مک تسه 
أي عدد من القضایا. الوصل : 


M; ۸ M2 A...A Mn‏ والذي عادة یرمز 
ری 

له A Mr‏ یکون صادقا اذا كانت كلا من 
i=]‏ 


Mi, ۷2,۰.‏ صادقة» ویکون کاڈیا اذا كانت معطوفة واحدة على الأقل من 
المعطو فات كاذبة. 

šW فة ا صل سف‎ u امد را ا خن‎ na 
: صدق. إن مجموعة تعریف هذه الدالة هي المجموعه‎ 
أو مجموعة‎ (T,F)2= (T,F)x(T,F)= ((T,T), (T,P), (FT), ),۳(( 
.)1,5( آما مستقرها فهو المجموعة‎ » TT, TF, FT, FF منتالیات قیم الصدق‎ 
ویمکن التعبیر عن دالة الصدق هذه بواسطة المخطط ادناه. إذا رمزنا لدالة‎ 
الوصل بو اسطه ۸۲ فیکون:‎ 
.۸۲)۲:۲( =T, Af (T,F)=F, Af )۳,1( =F, Af (F, F) =F 
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إن اعتبار الوصل کدالة صدق يملك أهمية خاصة لانه يعني آننا 
نستطيع تحدید قيمة صدق K ۸ L‏ وذلك بمعرفة قيمة صدق مرکباتیها 
.L s K‏ 
1 داله الفصل Disjunctive Function‏ 

الرابط (أو) یستخدم في الحياة اليومية بمعنیین مختلفين: 

(I‏ معنی (العناد غير التام!): تعتبر القضية المركبة صادقة إذا كانت على 
الاقل (حدی القضیتین المرکبتین لها صادقة. 
2 معنی (العناد التام“): تعتبر القضية المرکبه صادقه اذا كانت إحدى 
القضیتین المركبئين لها صادقة ولکن لیس کلاهما. في هذه الحالة تقول أحيانا 
(إما...أو...). إذا استخدم الرابط (J)‏ في القضية (هذا التلميذ کفء أو جاد) 
في معنی العناد غير التام فان قضیة الفصل هذه تكون صادقة إذا كانت على 
الاقل إحدى القضيتين المركبتين لها صادقة» أي إذا كان هذا التلميذ كفء أو 


1 ۔‎ ]nclusive 
2 _ Exclusive 
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جاد أو کلاهما: كف»ء وجاد. ویکون الفصل کانبا فقط اذا كانت القضیتان 
المرکبتان کلتاهما کاذبتین» أي اذا كان (الثلميذ غير كفء ومهمل). 

آما 13 فهم الرابط )| ( فی القضية (سعد سیکون کیمیائیا او جغرافیا) 
بالمعنی الاخر (العناد التام) فان هذه القضية تعتبر صادقة, إذا كانت إحدى 
المرکبتین كاذبة وتعتبر کاذبة اذا كانت المرکبتان کلتاهما صادقتین أو 
كاذبتين. الكلمة (ما لم) تعبر كذلك عن فصل العناد التام» مثلا يذهب آحمد 


العناد تام فيرمز له ۷ . وہما آننا سنتعامل مع فصل العناد غير التام فسنقول 
قضية فصل ونعني به الفصل غير التام. كما أن اختيارا واحدا سیؤدي إلى 
المحافظة على دقة لغتنا الرمزية. تسمى كل من المركبتين في قضية الفصل 
مسر تررك قصل الخد الاي رخ اقام بقن وكههنا ئی الجدولية 
أدناه. 
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یمکن تعمیم تعریف قضية الفصل إلى أي عدد من القضایا. الفصل 
n‏ 

M, ۷.۰‏ ۱۷۱۷ و الدي عادة یرمز له V M;‏ یکون صادگفا: ادا كانت 
چک 


واحدة على الاقل من المفصولات ,۵1.... ,۸62 Mi,‏ صادقة ویکون کاذبا إذا 
كانت جميع المفصو لات کاذبة. 

یسمی الرمز ۷ رابطا نتائیا. جدول صدق قضية الفصل یعرف دالف 
مجموعة تعریف الدالة هي : 

(T,F)x(T,F)= ((T.T), (TF), (FT), (F,F))‏ سه( آما مستقرها 
فهو المجموعة إ1,۴). یمکن التعبیر عن دالة الصدق هذه بو اسطة مخطط 
الصدق ادناه. 

اذا رمزنا لدالة الفصل بو اسطة Vf‏ فیکون: 

.V[ )1,1( 21, Vf (T,P)# T, Vf (F,T) ۶۲, Vf (F, F) = F 
إن اعتبار لفصل كدالة صدق يملك‎ 
أهمية خاصة لانه يعني آننا نستطیع‎ 
وذلك بمعرفة‎ K ۷ L تحدید قيمة صدق‎ 


قیمة صدق مرکیتیها × و.1. 
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1 د اله الاستلزام (الشرطیه) Implicative (conditional)‏ 


Function 

غالبا ما نستخدم قضایا مرکبة من قضیتین مرتبطتین بواسطة (إذا 
کان...فان...)۰ فمثلا: 
1) إذا كان الرياعي ABCD‏ متوازي اضلاع فان قطریه AC‏ و80 یکونان 
2( إذا کان الجو معتدلا فان آحمد يذهب لزيارة أصدقائه. 

كل من هاتين القضيتين قد تم الحصول علیها وذلك بوضع (إذا کان) 
قبل الاولی ووضع (GM)‏ بين القضیتین. وهکذا نسمي )13 کان...فان...) 
رابطا ایضا. إذا رمزنا بواسطة K‏ إلى (الجو معتدل) وبا إلى (أحمد يذهب 
لزيارة أصدقائه) فان القضية الثانية اعلاه یمکن کتابتها على الشکل: )13 كان 
K‏ فان (L‏ وإذا رمزنا للرابط )13 کان...فان...) بواسطة ج (یستخدم ایضا 
الرمز >( فان هذه القضية يمكن کتابتها على الشکل .(K—L)‏ راب1 تسمی 
استلزام (شرطیة) إلى × و ا وتقرا: (إذا کان K‏ فان (L‏ أو K)‏ تستلزم .(L‏ 
يسمى K‏ المقدم آما L‏ فیسمی التالي. كذلك نقول : أن K‏ شرط كافي إلى L‏ 
(إلى صدق ,)وآ شرط ضروري إلى K‏ (إلى صدق>1). یمکن وضع کل 
مبرهنة رياضية تقریبا على شکل قضية شرطية وذلك بوضع شرط (معطی) 
المبرهنة بعد (إذا کان) ووضع (GE)‏ بين شرط ومطلوب الميرهنة. أي 
یصبح شرط المبر هنة مقدما ومطلوب المبرهنة تالیا. إن هذا الشکل للتعبیر 
عن المبرهنة یسمی الشکل الشرطي. 
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حتی ندرس متی تكون القضية الشرطية صادقة ومتی تكون کادبة 
سنبدا من نقطة استخدامها في الحياة اليومية. غالبا ما تستخدم L‏ ج K‏ للتعبیر 
عن حقيقة أن القضية L‏ 265 من القضية ×. بعبارة آخری, اننا متعودون في 
لممارسة اليومية على وجود علاقة سببية بين مقدم وتالي القضية الشرطيةء 
ولهذا فان القضایا الشرطية التاليةء مثلا: 
(I‏ اذا كان 2 + 2 = 4 فان القاهرة هي عاصمة مصر. 
2( اذا كان 2 + 2 = 4 فان دمشق هي عاصمة مصر. 
3( اذا كان 2 + 2 z‏ 4 فان القاهرة هي عاصمة مصر. 
4( اذا كان 2 + 2 > 4 فان دمشق هي عاصمة مصر. 
تبدو بدون معنی ومجرد عبث ولکن هذا لیس سببا کافیا لرفض دراستها من 
وجهة نظر دوال الصدق التي هي اکثر شمولا من المعنی الدارج للقضية 
الشرطية في الحياة اليومية. ولکن ماذا يعني أن قضية ما L‏ تنتج من قضية 
أخرى >۲؟. إن هذا يعني عادة بأنه إذا كانت K‏ صادقة فان L‏ تكون بالتأكيد 
صادقة أيضا. اما في الحالة المناقضةء أي إذا كانت K‏ صادقة و كاذبة 
فعندئذ يعتبر القول بأنه (من K‏ تنتج L‏ كاذبة) كاذبا. وهكذا فإن 
K— L‏ تعتبر كاذبة عندما تكون K‏ صادقة و L‏ كاذبة. ومن اجل معرفة قيم 
صدق K — L‏ فمن الضروري أخذ K — L‏ عندما تكون K‏ کاذبة. ولتوضيح 
ذلك نستخدم القضية )13 كان الرباعي ABCD‏ معينا (K)‏ فإن القطرين AC‏ 
BD 5‏ متعامدان (1)). اذا كانت × كاذبة فلا يمكن التأكيد أن قطرا ABCD‏ 
يكونان متعامدين. كما لا يمكن التأكيد بانهما ليسا متعامدين. وفي الحقيقة 
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وکما هو معروف. فانه توجد رباعیات ليست معینات ولکن آقطار ها متعامدة. 
أي أنه توجد حالة تكون فیها K‏ كاذبة L s‏ صادقة ویتوجب اعتبار L‏ ج K‏ 
صادقة. کذلك توجد رباعیات ليست معینات وأقطارها ليست متعامدة. أي أنه 
توجد حالة تكون فيها K‏ كاذبة L ç‏ كاذبة ویتوجب اعتبار L‏ ج × صادقة. 
وحتى نظهر تلك الخواص فانتا نقول» أن القضية الشرطية L‏ ج K‏ تكون 
دائما صادقة عندما تكون K‏ كاذبة. 

سنعطي مثالا توضيحيا آخر من الحياة اليومية یناقش قيم صدق القضية 
الشرطیة؛ بسبب أهميتها الكبيرة كما سنری لاحقا وكذلك لان اغلب مصاعب 
دارس المنطق تعود إلى الفهم غير الدقيق للقضية الشرطية ومع الأسف فإن 
أغلبهم يمتلك فهما خاطئا لها. 


مثال 
وعد والد ابنه بأنه (إذا نجح في الامتحان فإنه سيستلم هدية منه). 


يمكن أن نعبر عن هذا الوعد على شكل استلزام L‏ ج × وذلك باخذ (نجح 
الابن في الامتحان ((K)‏ هو المقدم و(الابن يستلم من الوالد هدية ((L)‏ هو 
التالي. الآن لنفرض أنه: 

1) الابن تجح في الامتحان» أي أن K‏ صادقة والابن استلم الهدية من الوالد؛ 
1 صادقة. في هذه الحالة يكون الوالد قد صدق (وفى) بوعده أو أن L‏ ج × 
صادقة. 

2( الابن نجح في الامتحان» أن K‏ صادقة والابن لم يسئلم الهدية» L‏ كاذبة. 
في هذه الحالة لم يف الوالد بوعده (كذب) أي أن K — L‏ كاذبة. 
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3 الابن لم ينجح؛ أي أن K‏ كاذبة والابن استلم الهدية» L‏ صادقة. هنا الو الد 
قد وقی بوعده أيضاء أي أن L‏ ج K‏ صادقة. 
4( الابن لم ینجح في الامتحان» أي أن K‏ كاذبة والابن لم يستلم الهديةء L‏ 
كاذبة. هنا الو الد قد وفی بو عده» L‏ ج K‏ صادكة. 
آخذین بنظر الاعتبار ما آوردناه أعلاه فان جدول الاستلزام یکون على 
لشکل ادناه. يتبين من الجدول أن الاستلزام L‏ ج K‏ يكون کاذبا فقط عندما 
تکون K‏ صادقه ون كاديةء وفي الحالات الباقیه فان K— L‏ تکون صادقد. 
لقد جرت العادة على إعطاء هذا الاستلزام اسم (الاستلزام المادي). 


یسمی الرابط ج رابطا ثنائيا. جدول 


صدق الاستلزام یعرف دالة» ومجموعة 
تعریف الدالة هي: 
(T,F)2= (T,F)x(T,F)‏ 

= (T,T), (TF), (FD), (F,F)) 


آما مستقرها فهو المجموعة إ1,۴). 
یمکن التعبیر عن داله الصدق هذه 
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يمكننا التعبير عن دالة الاستلزام 1۴ كما يلي : 
.Tf(T,T) =T, TF(T,F)=F, Tf(F,T) = T, Tf (F, F) = T‏ 
ان اعتبار الاستلزام كدالة صدق يملك أهمية خاصة لانه يعني أننا 
نستطیع تحدید قيمة صدق K + L‏ وذلك بمعرفة قيمة صدق مرکبتیها K‏ وہا. 
وبعبارة آخری» فان قیم صدق K — L‏ تعتمد فقط على قيم صدق K‏ وقیم 
صدق را. 
1 داله الاستلزام الثنائي Biconditional Function‏ 
القضية المرکبة: (اثرباعي ABCD‏ یکون متوازي أضلاع إذا فقط لذا 
کان (BC = AD s CD = AB‏ تکون صادقة إذا كانت مرکبتاها» أي القضية 
(الرباعي ABCD‏ یکون متوازي اضلاع (K)‏ ولقضية CD = AB)‏ 
و ((L) BC = AD‏ کلتاهما صادقتان أو کلتاهما کاذبتان. 
القضية المركبة المتکونة من قضیتین L s K‏ وبینهما الرابط )13 وفقط 
اذا کان) تسمی الاستلزام الثنائي ويرمز له بواسطة L‏ جه K‏ حيث يعبر 
الرابط ج> عن (إذا وفقط اذا کان) وهذا جدول صدق الاستلزام الثتائي. 
يتم بر هان القضية المركبة أعلاه وذلك ببرهان کشا 0ا2 
المبرهنتین المتعاکستین: (إذا كان الرباعي 
0 متوازي أضلاع فان CD = AB‏ 
(BC = AD;‏ و(إذا كان CD = AB‏ 
BC = AD;‏ فان الرباعي ABCD‏ یکون 
متوازي أضلاع). 
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وهكذا فان المبرهنتین المتعاکستین يمكن کتابثهما على الشکل: (إذا 
کان فان (L‏ و(إذا كان L‏ فان ×). باستخدام الروابط تکتب هکذا : 
A (L — K)‏ (1 + 1). 

نستطیم بواسطة الجدول کن ان قضية الوصل هذه والاستلزام 
الثنائي L‏ جه K‏ لهما قیم الصدق نفسها» أي أن لهما المعنی نفسه و الجدول 
یبین ذلك آدناه. 


(K—ƏL)A 
۱ 
T| T T T T 


کے 
رب 
- 
دع 


مثال 
النقاط C,‏ ,8 ,۸ تكون على استقامة واحدة اذا وفقط اذا كانت المسافة من ۸ 
إلى © تساوي مجموع المسافتین من ۸ إلى B‏ ومن 8 إلى . 

يسمى الرابط + رابطا ثنائيا. جدول صدق الاستلزام الثنائي یعرف 
دالة ومجموعة تعریف الدالة هي: 

(T,F)2= (T,FIxfT,F)= و(1:1))‎ (T.P), (FT), (FPF 

آما مستترها فهو المجموعة (1,۳). يمكن التعبیر عن دالة الصدق هذه 

بواسطة مخطط الصدق أدناه. 
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اذا رمزنا لدالة الاستلزام الثنائي بواسطة ] 1 فیکون: 
=T, Tf (T,P)= F, DF(F,T = F, £f (F, F) =‏ (1:1) 1( . 
إن اعتبار الاستلزام الثنائي کدالة صدق يملك أهمية خاصة لانه يعني 
أننا نستطیم تحدید قيمة صدق اجه K‏ وذلك بمعرفة قيمة صدق مرکبتیها ‏ 
و ا. وبعبارة آخری» فان aš‏ صدق L‏ جه K‏ تعتمد فقط على قيم صدق K‏ 


وقیم صدق L.‏ 
1 6 داله الشطب (نفي الوصل) Stroke (Non-‏ 


Conjunctive) Function 
تتکون قضية مرکبة من قضیتین وذلك باستخدام الرابط (إما لا...لو‎ 
والذي یسمی (الشطب) أو (تفي الوصل) ویرمز له )|( ویعرف هذا‎ )...۷ 
الرابط بواسطة الجدول ادناه.‎ 


يتبين من الجدول أن K|L‏ تكون IEG‏ 
كاذبة فقط إذا كانت K‏ ول 
صادقتین معا. مخال: ناخذ القضیتین: 
آحمد طالب مجد. 


أحمد یبدد وقته هباءا. 
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لنکوّن قضية باستخدام رابط نفي الوصل: (إما أن احمد طالب ليس 
مجد أو أن أحمد لا يبدد وقته هباء). هذه القضية تفيد بانه: لا یمکن أن یکون 
أحمد طالبا مجدا ویبدد وقته ¿La‏ في نفس الوقت. ان قضية نفي الوصل 
تکون كاذبة في حالة صدق القضيتين المرکبتین لها. 

یسمی الرابط | رابطا نتائیا. جدول صدق قضية نفي الوصل یعرف 
دالة مجموعة تعریف الدالة هي: 

۱, حه(‎ IT,F)x1T,F)= {(T,T), (TF), (F,T), (F,P)) 

آما مستقرها فهو المجموعة (7,۳). يمكن التعبیر عن دالة الصدق هذه 
بو اسطة مخطط الصدق آدناه» حیث يرمز |f‏ لدالة نفي الوصل. 
یمکننا التعبیر عن لدالة نفي الوصل ٢‏ | كما 
لي : 
7ھ =T, | ٤)۶,5(‏ (۳,۲)| ,۲ درط ؟ | , 
=F‏ (۲)۲,۲ | 
ان اعتبار نفي الوصل کدالة صدق يملك 


أهمية خاصة لانه يعني أننا نستطیم تحدید 
قيمة صدق K |L‏ وذلك بمعرفة قيمة صدق مرکبتیها K‏ و.1. وبعبارة آخریء 


فان قیم صدق K |L‏ تعتمد فقط على قیم صدق K‏ وقیم صدق .L‏ 
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1 7 داله النفي المشترك (نفي الفصل) Joint-Denial (Non-‏ 
Disjunctive) Function‏ 
تتگون قضية مرکبة من قضیتین وذلك باستخدام الرابط (لا...ولا) 
والذي بسمی (النفي المشترك) ویرمز له )4( ویعرف هذا الرابط بو اسطة 
الجدول أدناه. 
شن من on‏ لن ا ا 6 عي | 7۳۲۲ © | 
صادقه فقط اذا كانت K‏ وبا كاذبتين T T F‏ 
معا. 
مثال: لناخذ القضيتين السابقتين ونکون 
منهما القضية التالية: 
أحمد ليس طالبا مجدا واحمد لا ييدد 
وقته هباء. 


هذه القضية تكون صادقة فقط اذا كانت القضيتين اللتين تتكون منهما کانبتین. 

يسمى الرابط + رابطا ثنائيا. جدول صدق قضية نفي الفصل يعرف 
دالة مجموعة تعريف الدالة هي: 

1 حدر‎ ])۲,5۶(×)7,۳(< {(T,T), (TP), (F,T), (ل,ل)‎ 

آما مستقرها فهو المجموعة A (T,F)‏ يمكن التعبیر عن دالة الصدق هذه 
بواسطة مخطط الصدق أدناه. 
اذا رمزنا لدالة نفي الفصل بواسطة ۷۶ فيكون: 
(FT) = F, +f (F, F) = T‏ کل =F, +f (T,F)= F,‏ (1,1) ۴. إن اعتبار نفي 
الفصل كدالة صدق یملك أهمية خاصة لأنه يعني أننا نستطیم تحدید قيمة 


صدق KJ L‏ وذلك بمعرفة قيمة صدق مرکبتیها K‏ و.1. ویعبارة أخرىء 
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فان قیم صدق ا)K‏ تعتمد فقط علي قیم صدق K‏ وقيم صدق -L‏ 


ان عدم انتشار استخدام کل من الرابطين | و ل يعود إلى تعقید وطول 
استخدامها» فمثلا 13 أردنا کثابة K—L‏ بواسطة ل فقط فائنا نحصل على : 

(KJK) ))ل‎ +L) + (L + LD) + ((K +¥ K) ¢! ((L ¥ L)1 (L +L))) 
اللغة الرمزیه لحساب القضايا‎ 3 1 

تستخدم الحروف z‏ ,ر ,× في رموز اللغة الرياضية للتعبير عن 
المتغيرات العددية. كذلك تستخدم الرموز + ,× ,- ,+ للتعبير عن العمليات 
على الأعداد. فمثلا الرمز + يعني إضافة ما يسبقه إلى ما هو بعده. وبالمثل 
يحدث بالنسبه لبقية هذه الرموز وإذن فهي نوابت. تستخدم كذلك الحروف 
A, B, ) ...‏ في نظرية المجموعات للتعبير عن المجموعات كمتغيرات. 
وتستخدم الرموز ... ,لا ہہ للتعبير عن العمليات على المجموعات. فمثلا 
الرمز © يعني تقاطع المجموعة التي تسبقه مع المجموعة التي بعده. وبالمثل 


يحدث بالنسبة إلى بقية الرموز. هذه الرموز إذن ثوابت. 
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بشكل مشابه نری متغیرات وئوابت في لغة حساب القضایا. الحروف 
A, B, ۰‏ وهذه الحروف ودلائلها ...,:۸ ۵ والتي تختلف عنها وذلك 
لتشکیل حروف اضافية للتعبیر عن المتغیرات القضائية. تتکون ثوابت اللغة 
الرمزية هذه من رموز الروابط جه ,ج ,۷ ,۸ . واخیرا تستخدم 
الاقواس)۰( للتجمیع. باختصار نستطیم أن نمثل لغة حساب القضایا بمجمو عة 
الرموز التالية: ( ),( ,جه ,> {A, B, ..Aı, Ay... | A, V,‏ 

اذا رمزنا لمجموعة رموز المتغیرات القضائية بالرمز P‏ فان مجموعة 
رموز حساب القضایا تصبح : 

( ),( | نا (جه > ,۱۸۵۱۷ انم 

لقد وضعنا القوسين ) ,( في مجموعة لوحدهما لاختللفهما عن 
المجموعتین الاخریتین. 


ص 


Syntax (Grammer) of languge ترکیب (نحو) لغه‎ 4 .1 
for prepositional calculus هساب القضایا‎ 


(قواعد بناء الصیغ) 
لقد حصانا من المتغیرات القضائية على تعبیرات اکثر تعقیدا (مرکبة) 
وذلك باستخدام الروابط وکانت على الشکل : 
L‏ جه 1 KAL K VK, K >L,‏ ,۰16 ویمکننا أن نشکل من کل 
منها: نفي؛ وصل» فصل؛ استلز ام استلز ام تنائي مثلا : 


! Cori, R. Mathematical Logic, Oxford University Press, 2000. 
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L) A M, (K Ə L) — M‏ ج L, (K A L) V M, (K‏ ۸ وبنفس 
الطريقة یمکننا من هذه الأخيرة الحصول على تعبیرات اکثر تعقیدا عندما 
تحتوي على رموز اکثر وهکذا. مثل هذه التعبیرات سواء كانت بسيطة ام 
معقدة سنسمیها صیغا. ان مفهوم الصيغة هذا یتعرف بواسطه قواعد بناء 
الصيغ التي تبین كيفية بناء الصیغ في حساب القضاياء ابتداء بالمتغیر ات 
القضائية» وبربط هذه المتغیر ات بالروابط و الاقو اس. 

سوف نستخدم الحروف الیونانیة ....3,9,6إ,0 وهذه الحروف ودلائلها 
02...,]3٠١ B>...‏ ,ب للتعبیر عن أية صيغة فمثلا نستخدم الصيغة »0 
لتعوض الصيغة K‏ ۰ 81 لتعوض L) > M‏ ډه (K‏ و ۸ ك لتعوض : 

L) > ۸4( ۸ K‏ جه (K‏ . بهذه الطريقة نصل إلى ترکیب (نحو) لغة 
حساب القضایا الذي به نعرف ما نسمیه صيغ حساب القضایا وذلك بواسطة 
القو اعد التالية لبناء الصیغ و هي: 

)1( کل متغیر قضائي یکون صيغة. 
)2( إذا كانت > و 6 صيغتان فان كلا مما يأتي یکون صيغة. 

B)‏ جه (aA B), (a ۷ B), (e — f), (a‏ مه[ 

)3( أي تتابم آخر من الرموز لا یکون صيغة. 

يتم تكوين الصيغ المركبة من الصيغ البسيطة بواسطة تکرار تطبیق 
القاعدة (2). وهكذا فمثلا بواسطة القاعدة )1( نری أن K‏ وبا صيغتان. 
وينتج عن هذا وبواسطة القاعدة )2( أن (K A L)‏ صيغة. وإذن بواسطة 


القاعدة )2( أيضا تكون ](KAL)‏ صيغة. كمثال آخرء فإنه بواسطة القاعدة 
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)1( تکون K‏ صيغة وبالتالي وبواسطة القاعدة )2( تکون ×| صيغة ومرة 
أخرى بواسطة )2( تکون ×1 | صيغة (نستطیم الاستمرار باضافة رمز 
النفي بالعدد الذي نرغبه) وفعلا فان ×| || ||| تکون صيغة. 

نلاحظ أن القاعدة )2( تشترط في کل مرة ندخل فیها أحد الرو ابط 
الثنائية (أي أحد الروابط: ۰۸ ۷ء ج (e‏ ندخل أيضا بالمقابل زوج من 
الاقواس وهکذا تکون مثلا (ا| ۸ (K‏ صيغة بینما K A [ L‏ ليست صيغة؛ء لکن 
زوج من الأقواس یحصر كل شيء آخر في الصيغة لا يكون في الحقيقة 
ضروریا لجعل معنی الصيفة أكثر وضوحا. وهکذا فسنتبتی طريقة نحذف 
بواسطتها الأقواس الخارجية busi‏ في حالة عدم وقوع التباس. ان حذف 
الاقواس الخارجية هو الانحراف الوحید عن قواعد بناء الصيغ الذي نسمح 
به. وهكذا فسنکتب (K @ L) + M‏ عوضا عن L) + M)‏ ج> .((K‏ 

نشير إلى أن الحروف اليونانية ...,۲,۵,().ه وهذه الحروف ودلائلها 
Bs...‏ :...002 .ره ليست من اللغة الشيئية (لغة حساب القضایا) وإنما من 
ما وراء لغة! حساب القضاياء وهي اللغة التي تشرح لغة حساب القضایا. 

إن القواعد الثلاثة اعلاه تمکننا من التمییز بين نتابع الرموز الذي یکون 
صیغا والتتابع الذي لا یمنل صيغة. 
منال: 
کل تتابع من الرموز مما يأتي لا يمل صيغة K ۰6-۸ L‏ + با ) ۷ 1. 


1 - Metalanguage. 
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الكثير من المناطقة یستخدمون مصطلح (الصيغة الجيدة التکوین) مقابل 
(الصيغة) الذي استخدمناه نحن من اجل الاختصار . 

إن الفرق بين تتابع الرموز الذي يمثل صيغة والذي لا يمثل صيغة 
يشابه الفرق بين الكلمات والجمل المقامة حسب قواعد النحو أو التركيب في 
لغتنا العربية وجمل تتابع الحروف التي ليس لها معنى مثل (الأرض من على 
أحمد يكون). ويحدث أحيانا أن نجد صعوبة في التفريق في الجمل ذات 
المعنى والجمل عديمة المعنى في اللغة العادية ولكننا نستطيع بدقة التفريق 
بين التتابع الذي يمثل صيغة والتتابع الذي لا یمٹل صيغة في المنطق. 

Tree of Formula شجرة الصيغة‎ 51 

إن قواعد بناء الصيغ تحدد كيفية بناء الصيغ من المتغيرات القضائية 
ولهذا نستطيع بناء (شجرة) لكل صيغة انطلاقا من المتغيرات القضائية. 

) 1> <+ L) V ((K A M) + IM) مثال: سنبني شجرة الصيغة‎ 


4 (K ](۷ 0۸۱۷ + ]M) 
3 K $1. (KAM ]M 
2 K Ə I. KAM 11 


(XN | 
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المستوى )1( من الشجرة یزلف المتغیرات القضائية وکل مستوی آخر 
قد تم آلحصول عليه بواسطة تطبیق القاعدة )2( من قواعد بناء الصیغ على 
الصیغ التي تقع في المستوی السابق له أو إعادة كتابة نفس الصیغ التي تم 
تشکیلها سابقاء فمثلا الصيغة L‏ جه × على المستوی 2 قد تمت إعادة کتابها 
على المستوی (3). 


1 6 تمارین 

(أ) حدد القضایا الذرية ثم ترجم إلى اللغة الرمزية لحساب القضایا مما ياتي: 
۱ ) ذهب أحمد وعلي إلى المکتبة. 

2 المثلث ABC‏ قائم الزاوية ومتساوي الساقین. 

3( احمد يذهب إلى المدرسة لکن علي لا يذهب. 

4( العدد a‏ أكبر من b‏ أو العدد b‏ أكبر من .a‏ 

5) يسافر سالم إلى بيروت أو يبقى في داره للراحة. 

6 13 كان المستقيم a‏ عموديا على c‏ والمستقيم b‏ عموديا على c‏ فان a‏ 
يوازي ۵ أو 2 لا يوازي b‏ 

7( تتدمر الحضارة البشرية اذا اندلعت الحرب الذرية. 

8( 13 كان 0 < 5د فان 0< و 0< ط أو 2>0 و6>0. 

9 إذا كان 0 > ده فان 2<0 و 0>ط أو 2>0 و 0< 6. 


e (10‏ > ا إذا وفقط إذا کان —c<-b‏ 


41 


13611 کان متیاس المنطق صعباء فان أحمد وفاطمة ینجحان فيه إذا وفقط اذا 


حضر | المحاضر ات. 


(ب) لتکن 

6: أحمد بحضر الاجتماع. 

:L‏ علي یحضر الاجنماع. 

۷ خلود تحضر الاجتماع. 

ترجم إلى اللغة العادية كل من الصيغ التالية: 

K جه‎ M 3 M> IK (2 K> L )۱ 


4( ۸۷ جرا ۷ 6 3L)‏ 1۸ ۷۷ بعر 


)€( أنشئ جدول صدق كل من الصیغ التالية: 


(K V L) > (L ۷ K) (2 116+۴ )1 
(K—ƏL)A را[‎ (4 (KVL) +» (] KA ]L) (3 
(K—>(L>M))e(“((KAL)>M) (6 (K> L) e (]K v D (5 


)3( بین أن کل زوج من الصیغ التالية لهما نفس قيم الصدق: 
KALLAK(2 ۱‏ 3) (اا 01۳۴۷ 10۸1 
K—L,]KVL(5 ](K VD, (IKA ID) (4‏ 


K + (L> M) ,(KA L)— M (6 
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(o)‏ أنشئ شجرة كلا من الصیغتین التاليتين: 

0۷٨( (2 (KAL)Ə]K (]‏ ))0 ۸ ((ا <- كة) 10۸12۷ 
(و) لتكن M +L K‏ تعبر عن القضایا التالية: 

:M 20=4x6:L ۰8۶27 :۴‏ 9 عدد فردي 

حدد فیما إذا كانت كل من الصيغ التالية صادقة أو کاذبة بعد ترجتها إلى 
اللغة العادية. 


)۱۴۷۱ ب) LAM‏ ۰ ج) | +11 د) (KVDAM‏ 


(ز) بر هن باستخدام جداول الصدق أن كلا من أزواج الصيغ التالية لها نفس 
قیم الصدق : 

[1 , 0۱ K) (i 

(KAL),((K +K) ¥ (L + L) ب)‎ 

]K,(K K) ج)‎ 

(KVL),(K|K)|(L|L)) د)‎ 


(ح) لتكن × و L‏ تعبران عن قضايا صادقة و M‏ ول تعبران عن قضايا 
كاذبة. 

حدد قيمة صدق كل من الصيغ التالية : 

(LVM) (4 ۰ ۱)۷ MG: K v M(L 2 ۰11 (l‏ ر کنا 
v (5‏ أم ](LvM)— ۱6 ۰ IN v](K‏ 

[0 )هب رام‎ v IL)(8 ۰ (K جه‎ L) جہ‎ (L — 7 
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(ط) باستخدام قواعد بناء الصیغ» حدد فیما اذا كان کل مما يأتي يمثل صيغة 
في حساب القضایا. وضح إجابتك. 

|) را‎ )5 (IKvL )4۰ KL ) ۱ 
ج.] جک‎ ۷ )8 ۰ ((K) شاج‎ (7 ۰ ]GK A ]L) (6 
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الفصل الثاني 


الاستنتاج الطبيعي لحساب Natural Deduction of‏ 
القضايا ۱ 5 0۳005110131 


لقد سمينا الاستنتاج هنا بالطبيعي بسبب قربه من طريقة إقامة الدليل 
التي يقوم بها الناس وعلی وجه الخصوص في المجالات القانونيةء العلمية 
والفلسفية وتكون أقرب إلى طريقة الرياضيين في برهان المبرهنات. 

طريقة الاستنتاج الطبيعي عبارة عن مجموعة من قواعد الاشتقاق؛ أما 
المفهوم المركزي فيها فهو مفهوم البرهان الصوري وهي طريقة ترکیبیة! 
بحتة. فمن الممكن التحقق من صحة البرهان الصوري بدون الرجوع إلى دلالة 
الرموز الداخلة في هذا البرهان. ولكن إثبات هذه القواعد يكون دلاليا وهذا ما 
سنبينه في الخمس الأولى منها. سندرس أيضا أنواع البراهين الصورية ولتبدأ 
ببعض التعاريف المرتبطة بهدا المفهوم. 
2 1 انواع الصیغ 
1. الصيغة التكر ارية Tautology‏ 

تکون الصيغة تكرارية إذا كانت صادقة من أجل جميع قیم الصدق 
الممكنة لمتغیر اتها القضائية. 
مثال: کل من الصيغتين التالیتین تکون نکراریة: V |× ۰106 AÍK)‏ . 


١ - Syntactic 
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T| F T T 

يتبين من الجدولین أن كلا من ×| K V‏ (۱۲ ۸[ نکون صادقة 
لجميع قیم الصدق الممكنة لمتغیرها القضائي ×. وهکذا فهما صيغتان 
تکر اریتان. 

الصيغة ×| K V‏ تسمی قانون الثالث المرفوع والذي ينص في المنطق 
التقليدي (ثنائی القیمة) كما يلي : 

تکون القضية صادقة أو کانبه ولیس ثمة آمرا ثالثا. آما الصيغة الثانية 


(K ۸ ]K)‏ ] فتسمی عادة قانون عدم التناقض والذي ينص على أن القضية لا 

یمکن أن تکون صادقة وكاذبة فی نفس الوقت. 

2. الصيغة المتنافضه Contradiction‏ 
تسمی الصيغة متناقضة إذا كانت کاذبة من أجل جميع قیم الصدق 

الممكنة لمتغیر اتها القضائية. 


a= ]((K V L) Ə (L VK)) مثال: الصيغة التالية متناقضة:‎ 


ها الات عدوت اما کل اک 
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يتبين من الجدول أن ((K V L) e (L V K)‏ | تکون کاذبة لجمیم قیم 
الصدق الممكنة لمتغيراتها القضائية» أي آنها صیغ متناقضة. 
3. الصيغة العارضة Contingency‏ 

بالإضافة إلى الصيغ التكرارية والصيغ المتتاقضة فانه يوجد نوع ثالث 
من الصيغ والتي هي ليست تكرارية ولا متناقضة وتسمى الصيغ العارضة. 
تسمى الصيغة عارضة إذا كانت صادقة من أجل بعض قیم الصدق 
الممكنة لمتغيراتها القضائية وكاذبة من أجل قيم أخرى. 
مثال:الصيغة التالية عارضة: M‏ ج- (K VL)‏ 


T T 


T 


T 


T 
T 
T 
T 
T 
F 
F 


بت تان وس ب کب "TJ‏ با 


يتبين من الجدول أن V L) > M‏ ) تكون صادقة لبعض قيم الصدق 
لمتغيراتها القضائية وكاذبة لقيم أخرى. 

سوف ندخل طريقة أخرى لكتابة جداول الصدق. وتعتبر هذه الطريقة 
الأسهل عند کتابة جداول الصيغ المعقدة. المثال أدناه يوضح هذه الطريقة. 
مثال: لننشئ جدول صدق الصيغة ×| + (11 L)A‏ + ))) 


47 


کت کته نا فک 
کات لب نات اب فا 


نلاحظ أنه قد تم انشاء الجدول حسب الخطوات التالية: 
أولا: انشاء أعمدة <š‏ الصدق الخاصة بالمتغیرات القضائية وهي الاعمدة 
(1): )2( (۰)3 (4). 
ثانیا: انشاء أعمدة قیم الصدق الخاصة بروابط المجال الاضیق من الیسار إلى 
اليمين؛ وفي هذه الحالة يكون الرابط — هو الأول (العمود (5)) فی حين يتلوه 
الرابطان الأخران الدالان على النفي (العمودان )6( و (7)). 
ثالثا: اتشاء جدول قیم الصدق الخاصة بالروابط الأخيرة الباقية التي تؤدي 
وظیفتها ابتداء من المجال الاضیق إلى المجال الاوسم» حيث آنشانا قیم صدق 
الرابط ۸ بين IL, (K + L)‏ (العمود (8))ء وأخیرا نکمل الجدول بانشاء 
الرابط الخاص بأوسم مجال وهو + (لعمود (9)) الذي يقع بین 
L) A |D)‏ — )) على ساره و11 على یمینه. 

نلاحظ أن العمود الرئيسي في جدول الصدق وهو عمود الرابط ذي 
المجال الاوسع (أو الرابط الرئيسي) يحتوي على قيمة الصدق T‏ فقط وبالتالي 
فان الصيغة المعطاة في المنال هي صيغة نکر اریة. 
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2 العلاقه (ینتج) والعلاقة (یکافی) 

لقد ناقشنا في الفقرة (4.2.1) العلاقة (ینتج) بين القضایا وسنقوم الان 
باعطاء تعریف لها بين الصيغ. 

نقول بأنه من الصيغة » تنتج الصيغة p‏ إذا كانت ۵ جه يه صيغة 
تكرارية. وللتعبیر رمزیا بأنه من » نتتج 8 نکتب: 8 << به. 
مثال: لناخذ زوجي الصيغ التالية : 1 ۸ 1,1 ۷ 16و اج 1 ,رآ جه عا 


ولتبني الجدول التالي : 


يتبين من الجدول أنه إذا كانت L‏ ج> K‏ صادقة فان K + L‏ صادقة 
أيضا وهکذا فان L)‏ ج L) Ə— (K‏ جه (K‏ تکون صادقة دائما أي أنها صيغة 
تكرارية. ولهذا یمکننا القول آنه» من L‏ جه K‏ تنتج L‏ ج ×. آما بالنسبة إلى 
VL‏ و K ۸ L‏ فیتبین من الجدول أنه على السطرین ۰2 3 فان VL‏ 1 
صادقة ولکن K ۸ L‏ كاذبة وهکذا فان AL)‏ ) + (آ (K V‏ ليست تکر ارية 
ونقول أنه من L‏ ۷ × لا تنتج .K ۸ L‏ یتبین من الجدول آنه: من KeL‏ لا 
تنتج K ۷ L‏ وكذلك من L‏ ج> × لا تنتج .K ۸ L‏ 


یحدث غالبا أن تنتج قضية من قضیتین أو أكثرء لناخذ المثال ادناه. 
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من القضيتين: 
1( 13 كانت الارض تدور حول الشمس فان الارض تتحرك. 
3 
2( الارض تدور حول الشمس. 
نقول بأنه تنتج القضية: الارض تتحرك. 

سنقوم الأن بتعمیم مفهوم العلاقة (ینتج) إلى أي عدد من الصیغ حسب 
التعریف التالي: 

نقول بان الصيغة p‏ تنتج من الصیغ مه ,... O>,‏ ہرم إذا كانت 
0 ج(ہ»۸... به ۸ به) صيغة تکرارية. بشکل خاص. اذا كانت م نفسها 
تكرارية فانها تتتج من مجموعة خالية من الصیغ. 
مثال: الصيغة K‏ | نتتج من الصيغتين با [ وبا ج × وذلك لان 
((K—Ə (۸1 ]( +×‏ صيغة تکر اریة. 

نقول بان الصيغة » تكافئ 8 )4 آنهما متکافئتان) 13 كانت B‏ بې بى 
صيغة تكرارية. رمزیا نکتب م8 مه ». 


مثال: الصيغة ۸|1 × تكافئ (ا ج 6 | لان (اجع) | (KA| L)‏ صيغة 


تكرارية. الجدول التالي يبين هذا التكافؤ : 
01 
TIT T F‏ 


(K+L) + (KA [L) 


ےم 


F 
T 
F 
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نستطیع الأن برهان المبر هنتین التالیتین: 
مبرهنه 

اذا كانت ,8 ت به (ر6 ,رہ صيغتان) فان ,8 = ,هو به ج رق . 
البرهان 

بما أن ,8 مه » فإذن ,6 جه رم صیغة تكرارية. أي أن قیم صدق ره 
تساوي قیم صدق ,۵ من أجل جميع قیم الصدق الممكنة للمتغيرات القضائية 
المكونة إلى به و ,۰8 وهذا يعني أن ,8 ج رم صيغة تكرارية وبالمثل 


به رم صيغة تکراریة؛ وهكذا يكون رم = ,وه( ج6 . 


“. 


مبر هنه ر 
اذا كانت ,8ج رم وه ج رق فان رات ره 
البر هان ممائل للبرهان السایق. 


Agrument Form and صورة الحجه وپرهان صحنها‎ 3 2 
Proving its Validity 


صورة الحجة هي مجموعة منتهية من الصيغ إحداها تسمى نتيجة 
و الأخریات تسمی مقدمات. 

كذلك یمکننا أن نقرل أن صورة الحجة هي مثتالية من الصیغ 
ç G, 2... n‏ حيث مه,..مجه ,ره هي المقدمات ومن هي النتيجة. 

تکون صورة الحجة صحيحة إذا كانت النتيجة صادقة عندما تکون جميع 
المقدمات صادقق أو أن B‏ ج (مه ۸...۸ يه ۸ ») صيغة تکر اریة. اي أن 


B‏ مه A...A‏ په ۸ه (تقرأ: من »و يه وإلى مه تنتج ث). 


1د 


صورة الحجة الصحيحة التي مقدماتها ,0,...,:© ,© وتتیجنها 8 نکتیها 
هكذا: 0 امه,...يه ,». الرمز ا يقرأ (يقرر) والذي يرمز لكلمة (إذن) 
التي تفصل المقدمات عن النتيجة. هذا الرمز لیس من 431 حساب القضايا وإنما 
ينتمي إلى ما وراء اللغة الخاصة بحساب القضایا. وهکذا فالرمز سإ يقرر أن 
النتيجة 8 التي على يمينه نتتج من المقدمات التي على یساره فقط. اذن صورة 
الحجة في الفقرة )1.1( يمكن کتابتها على الشکل .KƏLK|—L‏ 

نبين الان كيفية استخدام جدول الصدق لبرهان صحة صورة حجة 
مقدماتها ر0,...,یه ,ره ونتیجتها ۵ . سنبین ما نرید وذلك بانشاء جدول 
مختصر يبرهن صحة صورة الحجة إذا كانت جميع الأسطر التي تکون فیها 
کل المتدمات صادقة فيجب أن تکون فیها النتيجة صادقة أیضا. إن هذا يكفي 
لبرهان أن B‏ > (مه ۸...۸ به ۸ به) صيغة تكراريةء لاله في حالة کون 
إحدى معطوفات المقدم (أي ولا .02:۰ ,1( تکون کاذبة على الاقل» فان هذا 
يكفي لان يكون المقدم مه ۸...۸ به ۸ » كاذبا وبالتالي تكون 
8 — ډه ۸...۸ o>‏ ۸ ) صادقة. ولهذا وكما سنفعل في المثال أدناه سنقوم 
في الاستمرار بإيجاد قيم الصدق من المقدمات في كل سطر على التوالي عندما 
تكون المقدمات صادقة وسنتوقف عن هذا الإيجاد عند ظهور أول قيمة F‏ 
لمقدمة على السطر وذلك لأن هذا يكفي كما أسلفنا لأن تكون : 
A...A w) — 8‏ به A‏ 0۱) صادقة. 
متال 


ستیر هن صحة صورة الحجه التی مقدماتها: 
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(K + L) ۷ ]M, o: K‏ :يه M V ]K,‏ :رن ونتیجتها L‏ :0 وذلك بانشاء الجدول 
المختصر ادناه. 


ul اھ امہ‎ p| )ه٩۸ خم ږه ۸ يه‎ 
TITIT|] T T T T T 
TITIFI F T 
وط‎ ۳ | ۲ | T ۳ T 
TIF|F| F T 
۲ | ۲ | ۲ | T T F T 
دا‎ | 1 | ۴ | T T F T 
۲ | ٣ | 1 | T T F T 
۲ | ۲ | F| T T F T 


نلاحظ من الجدول أن لسطر 1 هو الوحید الذي فيه المقدمات صادقة 
وعلی نفس السطر يقابلها نتيجة صادقة. أي أنه لا یوجد أي سطر تکون فيه 
المقدمات جمیعها صادقة والنتيجة كاذبة. إذن صورۃ الحجة صحيحة. ولتطبیق 
ما ذکرناه حول برهان صحة صورة حجة في هذه الفترة على هذا المثال قمنا 
بإضافة العمود الاخیر حیث نلاحظ أن الصيغة ۵ ج (ده ۸ وه ۸ رن) : 
!( تکون على السطر الأول صادقة لان جميع المعطوفات ( ره ,۵2 (oe,‏ 
صادقة والنتيجة صادقة ایضا. 
2( تکون على السطر الثاني صادقة لان المعطوقة الاولی من مقدمها كاذبة. 
3( تکون على السطر الثالث صادقة لان المعطوفة الثانية من مقدمها كاذبة. 
4( تکون على السطر الرابم صادقة لان المعطوفة الاولی من مقدمها كاذبة. 
5( تکون على السطر الخامس صادقة لان المعطوفة الثالثة من مقدمها کانبة. 


53 


وهکذا یمکن ملاحظة أنه على جميع الأسطر الثمائية تکون الصيغة 
لمتغيراتها القضائية K, 1, M‏ أي آنها صيغة تكرارية. وإذن : 


. CI, G... ھا او‎ 


Proving Invalidity of برهان خطا صورة کک‎ 4 2 
Argument Form 


للتحقق من أن صورة حجة ما صحيحة تقوم باستخدام الجدول والتحقق 
من أنه عندما تکون جمیع مقدمات الحجة صادقة فان نتیجتها تکون صادقة 
أيضا. أما للتحقق من خطأ صورة حجة ما فإنه يكفي وجود سطر واحد على 
الاقل تكون فيه جميع المقدمات صادقة ولکن النتيجة تکون كاذبة. ولهذا سنقوم 
بایجاد تعيين واحد لقیم صدق المتغیرات القضائية بحیث تکون جمیم المقدمات 
صادقة و التتيجة کاذبة. إن هذا التعيين یسمی (المثال-المضاد)". 
مثال 
لنأخذ الحجة التالية ونحاول تحدید صحتها 
13 سافر آحمد إلى تونس لقضاء إجازتهء فان ماجد یسافر إلى تونس أيضا وإذا 
سافر ماجد إلى تونس» فان فائزة تسافر ایضا. أحمد يسافر إلى تونس لقضاء 
إجازته أو فائزة تسافر. إذن» ماجد لا یسافر إلى تونس. 
القضایا الذرية. 


أحمد یسافر إلى تونس لقضاء (جازته. K‏ 


' ۔‎ Counter-example 
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ماجد يسافر إلى تونس لقضاء إجازته. L‏ 


فائزة نسافر إلى تونس لقضاء (جازنها. ۷ 
الترجمة 

المقدمات L) A (L > M), a2: K V M‏ جه (K‏ رہ 
النتبجة 0:۱1 


سنحاول ولا إعطاء مثال-مضاد أي ایجاد تعيين قیم صدق للمتغیرات 
التضائیه M‏ ,1 ,× بحيث تکون المقدمات جمیعها صادقة والنتيجة کاذبة. ناخذ 
,1 کاذبة. حتی تکون ]L‏ كاذبة يجب أن تکون L‏ صادقة. الآن حتی تکون ره 
صادقة فيجب أن تکون GI‏ المعطوفتین صادقتان. حتی تکون المعطوفة الأولی 
K — L‏ صادقة Las‏ أن L‏ صالقة فان يمكن أن تكون صادقة أو کانبة. 
حتی تکون المعطوفة الثانية L — M‏ صادقة وبما أن L‏ صادقة فان M‏ يجب 
أن تكون صادقة آیضا. وحتی تکون ره أي K V M‏ صادقة وبما أن M‏ صادقة 
فان K‏ يمكن أن تکون صادقة أو کاذبة. وهکذا نحصل» من هذه المناقشة» على 
السطر المطلوب التالي من الجدول (أي» المثال-المضاد): 


0 


يستخدم المتال- المضاد في مختلف العلوم. سنجد مثال-مضاد للقضية 


التالية: لاية 4525 مجموعات A, B, C‏ یکون .AU(B-C)=(AGB)-C‏ نعطي 
المتال-المضاد التالي: لتكن (5 ,3 ,8-141,2,3,4,5(,8-12,4,6(,0-12 وهکذا 


دد 


فان (6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1= AU(B-C)‏ ولکن (6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,۸8=)1 وبالتالي 
(6 ,4 ,1) © - ( یاه OM‏ : -(8 نا ۸)٭ (0 - 8) نا ۸. 

يقال أيضا بان صورة حجة نکون خاطنة 13 كانت على الاقل حالة 
خاصه و احدة من تلك الصورة خاطئة. 

من الافضل عند تحدید صحة صورة حجة ما البدء بمحاولة البرهان 
على خطأ صورة الحجة. أي اعطاء مثال-مضاد وذلك لأنه اکثر اختصارا 
وفعالية وإذا لم ننجح في هذه المحاولة فنقول باننا وصلنا إلى (طريق مسدود) 
وهكذا تكون صورة الحجة صحيحة. 

من المهم ملاحظة أن صحة صورة حجة تعتمد فقط على ترکیبها. أي 
أن صحة أو خطا صورة حجة لا تعتمد على معنى قضاياها الذرية وإنما 
تعتمد فقط على تركيب مكوناتها (المقدمات والنتيجة). سنوضح ذلك بمقارنة 
المثالين التاليين: 
مثال 1 
إذا واظب أحمد على الدراسة فإنه سيحصل على نقاط جيدة. إذا لم يواظب 
أحمد على الدراسة فإنه يتمتع بوقت فراغ كبير. إذن يحصل أحمد على نقاط 
جيدة أو يتمتع بوقت فراغ كبير. 
القضايا الذرية 


أحمد یو اظب على الدر اسة. K‏ 
يحصل أحمد على نقاط جيدة. 
يتمتع احمد بوقت فراع کبیر . M‏ 
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a: K L, اوه‎ K ¬+ M المعدمات‎ 
LVM النتیجه‎ 


سنحاول أولا البرهان على خطا صورة الحجة» اي اعطاء مثال- 
مضاد. نأخذ النتيجة کاذبةء أي أن .1 كاذبة و86 کانبة. حتی تکون ,0 صادقة 
وبما أن L‏ كاذبة فيجب أن تكون K‏ کاذبة. حتی تکون وه صادقة Los‏ أن M‏ 
كاذبة فان ×| يجب أن تکون کانبة أي أن × يجب أن O S‏ صادقة. إذن 
وصلنا إلى طریق مسدود: K‏ يجب أن تکون صادقة وكاذبة في نفس الوقت 
وهذا غير ممکن. إذن یفشل المثال المضاد والحجة صحيحة. 
مثال 2 

احمد يواظب على الدراسة ویحصل على نقاط جيدة. أحمد لا يواظب 
على الدراسة أو يتمتع بوقت فراغ كبير. إذن» D‏ كان احمد يواظب على 
الدراسة فإنه لن يتمتع بوقت فراغ كبير. 
باستخدام نفس الحروف لنفس القضايا الذرية كما في المثال (1) نحصل على 
الترجمة التالية: 


0:۲ ۸ مآ‎ o: | ۷ المقدمات‎ 
B:K— |M النتيجة‎ 


تكون K‏ صادقة و84 صادقة. حتى تكون رہ صادقة وبما أن K‏ صادقة فيجب 
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أن تکون L‏ صادقة. ره تکون صادقة لان M‏ صادقة وا صادقة. اذن صورة 
الحجة خاطثة وسطر الجدول المطلوب الذي يمثل المثال-المضاد هو: 


تست ناح اخ نا كان 


نفس معنى القضايا الذرية في المثال )1( ولكن الحجة هنا خاطئة وذلك لان 


تركيب الحجة (تركيب المقدمات والنتيجة) في المثال (2) يختلف عن تركيب 
المثال (1). 
2. 5 قواعد الاشتقاة Rules of Derivation‏ 

سنكشف في هذه الفقرة عما نعنيه بقواعد الاشتقاق' (الاستدلال) وعن 
كيفية استخدام بعض هذه القواعد وأكثرها أهمية. سنختار أمثلة مختلفة نستطيع 
بواسطتها توضيح هذا الاستخدام بشكل أفضل. سنبرهن بو اسطة جداول 
الصدق صحة حالات خاصة من بعض قواعد الاشتقاق والتي تمنلك عدد غير 
محدود من هذه الحالات الخاصة. 

قواعد الاشتقاق هي صور حجج أساسية (بسيطة) صحيحة» وأما 
وظيفتها فهي اشتقاق (استئتاج) نتيجة صورة حجة من مقدماتھاء وذلك 
باستخدام متتالية من هذه القواعد. سنكشف في مثال عن هذه المتتالية في فقرة 


١ - Derivation (1nfrerence) 
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(البر اهین الصوریذ). إن الاشتقاق هو كيفية الانتقال من صيغة أو عدد من 
الصيغ (تسمی المقدمات) إلى صيغة آخری (تسمی النتیجة). 
1, قاعده الوضع (اثبات التالي) 5 Modus‏ 

سنطبق التعریف المعطی للعلاقة ینتج على المثال التالي: 
)1( اذا كانت الأرض تدور حول الشمس فان الارض تتحرك. 
)2( الارض تدور حول الشمس. 
)3( الارض تتحرك. 

اذا رمزنا بواسطة K‏ للقضية: الارض تدور حول الشمس؛ وبواسطة L‏ 
للقضية الارض تتحرك فان القضیتین )1( و(2) في المثال هذا يمكن أن تکتب 
هكذا : 
K +L (1|‏ 
K (2‏ 

سنتحقق من أنه حسب تعريف العلاقة (ینتج) فانه من L‏ — × و × تنتج 
تشتق) 1. ومن أجل ذلك يكفي برهان أن الصيغة (K ۸ (K ¬+ L)) — L‏ 
تكون تكرارية. أي أنه من K Ə L‏ وکا نشتق JL‏ هذا الاشتقاق صحیح لان 
L‏ > ((ا ج (K A (K‏ صيغة تكرارية والجدول أدناه یبین ذلك. وبتعبير آخر 


—L‏ ابمل 
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T T 


T| T 
F 1 | ۳ T 
T ۲ | ۲ 1 
1 F | F T 


يتبين من الجدول أنه عندما تكون المقدمتان K‏ وا K—‏ صادقتین فان 
النتيجة L‏ تکون صادقة أیضا وهذا ما يحدث في السطر الأول فقط ولا يوجد 
اي سطر تکون فيه المقدمتان صادقتان و النتيجة کاذبة. یبین العمود الاخیر من 
الجدول أن وصل المقدمتین یستلزم النتيجة يكون صيغة نکر اریة. 
مخطط قاعدة اشنقاق النتيجة 8 من المقدمات مه....,02 ,ره (حیث ۵ ,» 
(«,... ,2 ,1= ) أية صيغ) تكتب على الشكل التالي: 
Ü, a‏ جه 0 

B 
صیختان). ان قاعدة الوضم تنص على آن: من استلزام ومقدمه يمكن اشتقاق‎ 
. إذن 8 س| » ,8 ج‎ 25 

إن قاعدة الوضم التي هي قاعدة اشتقاق صحيحة عادة ما تخلط بقاعدة 


وهکدا فان مخطط قاعدة الوضع یکتب: (حیث 0 jP‏ أية 


وس ,مج .0 : ۱ 
الاشتقاق جا ا (حیث ٤ء‏ ۵ أية صیغتان) الغير صحيحة. یمکن معرفة 


ذلك بو اسطة استخدام جدول الصدق لحالة خاصه منها مناد: باخذ K‏ هي 0غ 


K—L,L 


سم يكفي لبرهان عدم صحتها تبيان أن 


وآ هي ۵ فتصبح 


00 


(L A (K — L)) — K‏ ليست صيغة تكرارية وهكذا یکون: من ] و.] K—‏ لا 
تنتج ۰۲ الجدول أدناه يبين ما نرید. 


1 1 
1 
۳ 
F 


7 | T 


T | ۴ 1 
F | T F: 
F |F T 


نری من الجدول أنه على السطر الثالث تکون مقدمتی الحجة L‏ 
واا صادقتین بينما النتيجة K‏ كاذبةء أي أن K‏ لا تنتج من المقدمتین 
المذکورتین أو أن صورة الحجة خاطئة وبالتالي هي ليست قاعدة اشتقاق 
صحيحة. العمود الأخير من الجدول يبين أن وصل المقدمتين يستلزم النتيجة 
ليس صيغة تكرارية. 

2 قاعده نفي التالي Modus Tollens‏ 

سنتعرض لهذه القاعدة باخذ المثال التالي: من القضيتين 

)1( إذا نجح أحمد في الامتحان فانه یجد عملا. 
32 
)2( لم يجد أحمد عملا 
تنتج القضية (لم ينجح أحمد في الامتحان). اذا رمزنا بواسطة K‏ للقضية (نجح 
أحمد في الامتحان) وبواسطة L‏ إلى (يجد أحمد عملا)» فإذن يمكننا أن نكتب 
القضيتين في المثال هكدا : 
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K—L(I 
]L (2 

سنتحقق من أنه حسب تعریف العلاقة (ینتج) فانه من L‏ ج K‏ وبا[ تنتج 
6 ومن أجل ذلك يكفي برهان أن ×| ج L)‏ ج (IL ۸ (K‏ صيغة تکراریة 
وبعبارة آخری فان صورة الحجة المتكونة من المقدمین ]L‏ و ا جا 


والنتيجة ]K‏ صحيحة. هذا البرهان بمکن تحقیقه بواسطة الجدول آدناه. 


1 F F 1 
F F 
T T 
و‎ 1 


نرى من الجدول أنه عندما تکون المقدمتان 1| وراج صادقتین فإن 
النتيجة 1[ تكون صادقة. هذا يحدث في السطر الرابع ولا يوجد أي سطر 
تكون فيه المقدمتان صادقتان والنتيجة كاذبة. كذلك يبين العمود الأخير أن 
وصل المقدمتين يستلزم الننيجة يكون صيغة تكرارية. 

بشكل مشابه نستطيع البرهنة على أنه من القضيتين: 
|) اذا كانت السماء تمطر فان السماء تكون غائمة. 
و 
2) السماء ليست غائمة 


تنتج القضية (السماء لا تمطر). 


02 


یمکن ثوضیح قاعدة نفي التالي باسلوب مبسط أكثر عندما نستخدم قضایا 
تتعلق بحالات معروفة لدینا وقريبة منا في الحياة اليومية» فمثلا: لنفرض أن 
أمامنا كمية من الماء ونرید أن نبرهن أن القضية (درجة حرارة الماء تساوي 
0 °( كاذبةء یمکننا أن نستدل هكذا: 13 كانت درجة حرارة الماء تساوي 
0 فان الماء يجب أن يغلي. ولکننا نری بوضوح أن الماء لا يغلي. من هنا 
ينتج أن القضية (درجة حرارة الماء تساوي 2100( کاذبة. 


مخطط قاعدة نفي التالي یکتب على اشکل ۵ا 5 (حیث a‏ ۵ أية 


صيغتان). قاعدة نفي التالي تنص على آن: من استلزام ونفي تالیه يمكن 
اشتقاق نفي مقدمه؛ أو ان B, ]B lla‏ جين š‏ 
ان قاعدة الاشتقاق الصحيحة هذه عادة ما تخلط بقاعدة الاشتقاق 
la‏ ےق جم ۱ ۱ . ٣٢‏ 
TS‏ الغیر صحيحه. ویمکن برهان ذلك بو اسطة استخدام جدول 
K — L, ]K‏ 
1 
يكفي لبرهان عدم صحتها تبیان أن (IKA(K—ƏL)— L‏ صيغة غير تكرارية. 
وهكذا يكون: من | L—ƏK s‏ لا تنتج ]| . الجدول ادناه يبين ما نريد. 


الصدق لحالة خاصة مثلاء بأخذ K‏ هي » وبا هي 6 فتصبح 
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T 


T T F 
F F T T 
T T F F 
F T 1 T 


نرى أنه على السطر الثالث تكون مقدمتا صور: الحجة ×| و اج 
صادقتین بینما النتيجة .11 کاذبة» اي أن ]L‏ لا تنتج من المقدمتین المذکورتین 
أو أن صورة الحجة خاطئة وبالتالي فهي ليست قاعدة اشتقاق صحيحة. كذلك 
فان العمود الاخیر من الجدول یبین أن وصل المقدمتین يستلزم النتيجة ليس 
صيغة تكرارية. 

3 قاعده القیاس الشر طي of Hypothetical Syllogism‏ ما 

من صدق القضبتین : 
1) إذا کانت زاویتان من المثلث ADC‏ تساوي زاویتین من المثلث 880 (K)‏ 
فان المظثین ADC‏ و BEC‏ یکونان متشابهین (1). 
5 

AD AC 


2( اذا کان المظثان ADC‏ و 886 متشابهین فان . —= سل (M)‏ 
( ن Ó‏ و بهین فان (M) BE BC‏ 


يمكننا أن نقول بأننا قد برهنا صدق القضية (إذا كانت زاويتان من 
D >‏ 
المثلث ADC‏ تساوي زاویتین من المثلث (K) BEC‏ فان اس له 0 
BE BC‏ 
اي أننا برهنا صدق القضية .K + M‏ لقد آصبح واضحا أنه عندما تكون 


L + Mو ×+ L‏ صادفتان فان K + M‏ تکون صادقة ایضاء اي أنه من 
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KƏL‏ و LƏM‏ نتتج .K—M‏ وبعبارة آخری فان صورة الحجة المتکونة من 
المقدمتین K—L‏ و ۱۸1+ -] والنتيجة KƏSM‏ صحيحة. أي أن : 

با ما .K—ƏL,‏ ومن أجل أن نبرهن أن هذا صحیحا يكفي بر هان 
أن (L —M))>(K—M)‏ ۸ (اجب))عه صيغة تكرارية ونستطیع تبیان ذلك 
بو اسطة جدول الصدق أدناه. 


ان او 


T| T T 


دوو 


ل ہہ ب 3 ہے ب ب ب 


1 
F 
F 
T 
T 
T 
T 


يتبين من الجدول أنه عندما تکون المقدمتان راب و بسا صادقتين 
فان النتيجة M‏ ہے( تكون صادقة أیضا۔ هذا يحدث على الأسطر: الأول 
والخامس والسابع والثامن ولا يوجد أي سطر تكون فيه المقدمتان صادقتين 
والنتيجة كاذبة. كذلك يبين العمود الأخير من الجدول أن وصل المقدمتين 
يستلزم النتيجة يكون صيغة تكرارية. 
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مخطط قاعدة القیاس الشرطي یکتب على الشكل التالي: 


جل 0 — 0 ° بي - سا 
ووو هه (حيث ره ,ره ,ره أية صيغ). قاعدة القياس الشرطي 
با دوج 0 


تنص على أنه: 
من يه + به وره ج ی نشتق ره ج رن (حیث 3 Q,‏ ,))0 أيه صيغ). 
نستطيع أن نكتب: وم — ہہ ره — په ,یه — ۱ء 

تعميم قاعدة القیاس الشرطي إلى أي عدد من الصيغ يكون على الشكل 
التالي: 
مه — )مه q2‏ به >— رم ,ره — |« 

ہہ > 0 

يستخدم القياس الشرطي في برهان المبرهنات الرياضية. ذلك لان 
المبرهنات على الشكل ,1۸ — ,۸ لا يمكن برهان صدقها مباشرة وانما 
بواسطة برهان القضايا البينية: 
M.‏ > رما ,۷,۰( — داب .وا — M;‏ ,دا( + .M‏ ومن صدق هذه 
القضايا ينتج صدق M,‏ — ,/. فی الاستدلالات الرياضية یقوم صدق القضایا 
البينية على تعریف: مبرهنة أو بديهية. ومن أجل اکتشاف هذه القضایا البينية 
فغالباء وللسهولة؛ يتم البدء من القضية الأخيرة. فحتى يتم اکتشاف ,۷ج رم 
فإننا تقوم بالبحث عن قضية ,م1 بحيث ينتج منها تالي المبرهنة وحتى يتم 
التاکد من صدق ,۷۸ فإنه یتم البحث عن قضية أخرى هي ,۷ والتي تنتج 
منها ,۸ ...الخ والی أن يتم الوصول إلى القضية .M‏ في مثل هذه الحالات 
نتبع الاستدلالات حسب الأسلوب الآتي: 
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حتی تکون ,24 صادقة» يكفي أن نکون ,۷ صادقة» 
حتی تکون Mai‏ صادقة» يكفي أن تكون ,1 صادقة 
حتی تکون M>‏ صادقة؛ يكفي أن تکون ,۸ صادقة. 
۷١‏ صادقة. 
ادن M,‏ صادقة أيضا. 
سنناقش مثالا علی برهان یتم فيه استخدام التعمیم أعلاه. لندرس برهان 
المبر هنة التالیة: (بر هن أنه إذا كان ط < د فان 6+ ظ <ع + ). 
حتی تكون c‏ + ا < a+ c‏ (و/) صادقة يكفي أن تکرن a+c-(b+c)>0‏ (۸) 
صادقه. 


حتی تكون 0 < (M.) 2+0 - (b +c)‏ صادقة يكفي أن تکون (Ms) arc-b-c>0‏ 


صادقه. 
حتی تکون 0 > (Mj) 2 + ۰-9 - c‏ صادقة يكفي أن تکون (M>) a-b>0‏ 


حتی تون 0 < (My) a —b‏ صادقة يكفي أن تكون (Mi) a >b‏ صادقة. 
جا < 2 (M I)‏ صادقه. 
إذن S (Ms) a+c >b +c‏ صادقة ایضا. 

في الحقيقة استخدمنا هنا ولا القیاس الشرطي: 

M, —>M,;, M, -< ۷,۷۰ جه‎ Mu M4 — Ms; 

۸۷ , — ۷ > 5 
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M, جب‎ Ms, M, 


وبعد ذلك استخدمنا قاعدة الوضع: 
Ms‏ 


Rule of Coniuction شاعدة العطلف‎ 4 


لناخذ القضایا : 
(1) المسنقیمان a‏ وط یقعان على نفس المستوي مع المستقیم » (16). 
)2( المستقیمان a‏ و b‏ یقعان على نفس المسافة من المستقیم © (1). 
)3( المستقیمان a‏ وؤ یقعان على نفس المستوي مع المستقیم > والمستقیمان 2 
و تا يقعان على نفس المسافة من المستقيم L) c‏ ۸ ). 

من المعروف أنه من صدق المقدمتین الاولی و الثانية ینتج صدق القضية 
الثالثة. أي أنه من Ls K‏ تنتج ¿K ۸ L‏ أي أن : .K,L—KAL‏ 
وللتحقق من ذلك يكفي أن نبرهن أن (1 ۸ ) ج (1 ۸ )K‏ صيغة تكرارية 
وهذا ما يبينه الجدول أدناه. 


1 T 1 1 


بتبین من الجدول أنه عندما تکون المقدمتان K‏ وا صادقتين فان النتيجة 


K A L‏ صادقة آیضا. هذا ما يحدث على السطر الأول فقط. ولا یوجد سطر 
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تکون فيه المقدمتان صادقتین والنئيجة كاذبة. كذلك فان العمود الأخير يبين أن 
وصل المقدمتین بستلزم النتيجة یکون صيغة تکر ارية. 
مخطط قاعدة العطف يكون على الشكل التالي: 03 
e A B‏ 
تنص قاعدة العطف على أنه: من صیغتین B‏ ,» نشتق ۰۸۵ اي أن : 


۵۳-0 ه. 


Rule of Disjuctive Syllogism قاعدة قياس الفصل‎ .5 


لناخذ الحجة التالية : 
اليوم هو الخمیس (K)‏ أو الیوم هو الجمعة (1). 
الیوم لیس الخمیس ×|. 
إذن» الیوم هو الجمعة .1. 
صورة الحجة المذکورة اعلاه هي: 
K v L‏ 
]K‏ 
إذن» L‏ 
من صدق المقدمتین K v L‏ و | ينتج صدق النتيجة اء أي أن 
اس ومن أجل إثبات ذلك يكفي أن نبرهن أن 
اج (K v L) A ]K)‏ صيغة تكرارية وهذا ما يبينه الجدول أدناه. 


09 


GE 


L 
T 


F T T 


T 
T 
T 


يتبين من الجدول أنه عندما تکون المقدمتان K ۷ L‏ و | صادقتین 
تکون النتيجة صادقة أيضا وهذا ما یحدث على السطر الثالث فقط ولا یوجد 
سطر تکون فيه المقدمتان صادقتین و لنتيجة كاذبة. كذلك يبين العمود الأخير 
أن وصل المقدمتین یستلزم النتيجة یکون صيغة تكرارية. 


مخطط قاعدة قياس الفصل يكون على الشكل التالي شو 1 (حیث 


.B. أيةَ صيغتان). تتص قاعدۃ الفصل علی أنه: من ۵ ۷ 0 و » | نشتق‎ 0, P 
. ۷ p, أو أن 4و[‎ 
Rule of Simplification قاعدة التبسيط‎ .6 
.» ۸ 8 |8 أي أن ما ۸6 » وكذلك‎ (B) » من 8 ۸ ۰ نشتق‎ 
Rule of Addition قاعدة الجمع‎ 7 
.)( (أي أنه من » نشتق » او أية صيغة آخری‎ » ۷ B من » نشتق‎ 
alav B أي أن‎ 
قواعد الاشتقاق الباقية أدناه تكون الصيغة التكرارية التي تمثل كلا منها‎ 


عبارة عن استلزاما ثنائيا. وبما أنه من تكرارية ره جه رم ينتج ده جه رہ و هذا 


10 


يعني د0 = ره و ره هد رہ أي أئه من ره تنتج (تشتق) وه ومن وه تنتج ». 


قواعد الاشتقاق الباقية ادناه تسمی ایضا قواعد استيعاضية, 


Rute of De Morgan قاعده دي مورغان‎ .8 


1( من (8 ۸ ) نشتق (16۷|0) ومن (]e V]B)‏ نشتق lG ۸ ny‏ 
2( من p)‏ ۷ 160 نشنق (8[8 (a‏ ومن (۸18 1) نشتق (8 ۷ »)1. 


Rule of Double Negation قاعدة النفي المضاعف‎ .9 


من »| | نشتق » ومن » نشتق »| | . 


0. قاعدة الاستلز ام of Implication‏ 11116 
من B‏ جه » نشتق 2 ۷ »| ومن م ۷ »| نشتق 6 ج . 


1 اعدة عکس النقبضص ۸ 0۶ Rule‏ 


من 8 ج 0 نشتق »| + | ومن | ج م | نشتق 6 د ,ن. 


Rule of Biconditional قاعده الاستلزام الثناني‎ .2 


من B‏ ج © نستق a)‏ ج (B‏ ۸ (8 ج ه) و من (هج- ۵ ۸ (مج) نشتق ۵ جه . 


3. قاعدة الاستیراد-التصدیر Rule of Exportation-Importation‏ 
من(رت — (G>‏ ج ,م) شتق وه جہ (رں ۸ (G,‏ ومن 01<+-(01802) تشتق 


.)0, ج‎ (Q> ج‎ G) 
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Commutative Rule قاعدة التبدیل‎ .4 


k.‏ سه 


!( من A B‏ ۰ نشتق »8۸ ومن » ۸ ۵ نشتق 6 ۸ ۔ 


bk.‏ دی" 


2( من B‏ ۷ ۰ نشتق 0۷۰ ومن » ۷ 8 نشتق م ۷ 0. 


Associative ٤ قاعدة التجمیه‎ 5 
ه) نشتق‎ V ox) V ب») ومن وه‎ V (يه‎ V os به نشتق‎ V م)‎ V os) من‎ | 
۰0۱ ۷ (a2 ۷ “3) 


2( من (ez ۸ o)‏ ۸ ره نشتق وه ۸ ox)‏ ۸ به) ومن ره ۸ (جه ۸ به) تشتق 


۰۱ A (a2 A 03( 


6 قاعدة التوزیع Distributive Rule‏ 
cu V(o Aoa)Oa(1‏ نشتق (ره۱۷م)۸(رہ 1۷«( ومن(ن۵ ۸/0۵۱۷ (جه۷ع) 
نستق a3)‏ ۸ 2«( ۷ 194 
2( من (ر»۸)»2۷,» شتق (ر»۸»2(۷)»۸ر») ومن( ۸»2(۷)»۸بa)‏ 


5 ۸)0 Vos) نشی‎ 


Rule of Tautology فاعدة تحصیل الحاصل‎ .7 


1( من 80 ء نشئق » ومن » تشتق ه ۸ . 


2( من 0۰ V‏ » نشتق > ومن نشتق 0 ۷ . 
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Adequate Sets of Connectives المجموعات الكافية للرو ابط‎ 6 2 


ص 


تعریف 

المجمو عه الكافية للروابط هي المجموعة التي يمكن تمثیل أية دالة صدق 
بواسطة صيغة تحوي على روابط من هذه المجموعة. 

نحن نهدف هنا إلى البرهنة على أن مجموعات آزواج الروابط 
۸ ۰ (۷ ۰۱ (ج () هي مجموعات كافية للروابط. وسنقوم بالبر هنة 
على ذلك على مرحلتین : 
(1) البرهان على أن المجموعة V, A)‏ ,1) هي مجموعة كافية للروابط. 
(2) البرهان على أنه إذا كانت المجموعة V, A)‏ , ]( هي مجموعة كافية 

للروابط فإن مجموعات أزواج الروابط أعلاه هي مجموعات كافية 

للروابط. 

مبرهنة 1 

المجموعة A)‏ ,۷ ,|( هي مجموعة كافية للروابط. 

یکمن البرهان في إنشاء صيغة تحوي الروابط ۸ V,‏ ,| لكل جدول 
صدق ونحن نعرف أن كل جدول صدق يعرف دالة صدق. 

البرهان 

لتكن عندنا دالة صدق ذات n‏ متغير قضائي. سوف ننشئ صيغة » 
تحوي المتغيرات القضائية K), Ky,..., K,‏ . 
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)1( 13 أخذت دالة الصدق القيمة ۳ لكل تركيبة من تيم صدق المتغیرات 
القضائیة؛ فان هذه الدالة تكون اية صيغة متناقضة و هکذا فالصيغة التالية 
یمکن أن تمثل ۰ : 

(Kı A Kı) A (K2 A K;A...A Kn) 

)2( 13 أخذت دالة الصدق القيمة T‏ لتركيبة واحدة على الأقل من المتغیرات 
القضائية» فان طریقتنا تقوم على بناء صيغة صادقة من أجل تلك التركيبة 
وكاذبة من أجل الترکیبات الأخرى. فمثلا» إذا كانت 3 = n‏ » فان الصيغة 
K;‏ ۸ د۴ا ۸ 16 تکون صادقة فقط من أجل التركيبة FTT‏ من قیم صدق 
المتغیرات K;‏ ,ہکا ,× على الترتیب K; A | Ky s‏ ۲۱۸ تکون صادقة فقط 
من أجل التركيبة .TTF‏ هذه الصیغ الخاصة ندعوها الوصلات الأساسية'ء 
فإذا أعطينا تعیین قیم صدق للمتغیرات القضائية K,‏ ,...,2 ,رگا » فإننا 
نکتب K,‏ في الوصل اذا كانت قيمة Ki‏ هي T‏ ونکتب :> | إذا كانت قيمة 
Ki‏ هي ۴ (۱ > > 1). ولنن» فمن أجل تعيين لقیم الصدق فان کل 
معطوفة ستاخذ القيمة ۲ وبالتالي سیاخذ لو صل باکمله القيمة 1. 

الآن ومن أجل برهان مبرهنتناء لنأخذ جمیع الترکیبات إلى n‏ من قیم 
الصدق التي من اجلها تأخذ دالة صدقنا القیمة 7. خذ » فصلا لجميع 
الوصلات الاساسية المحصول عليها بواسطة أخذ هذه الترکیبات کقیم صدق 

للمتغیر ات ہک Ki, K;,...,‏ ۔ ولرؤية هذاء عين قیم صدق إلى K,‏ ...2 ,1 

اذا أخذت دالة صدقنا لهذه التركيبة من قیم الصدق القیم ¿T‏ فان الوصل 


١ Basic conjuncions 
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الاساسي المقابل لهذه التركيبة یکون ضمن » ریاخذ القيمة 7 لهذا التعیین. 
وهکذا فان © تأخذ القيمة ۲ ایضا. آما اذا أخذت دالة صدقنا القيمة ۴ء فان 
الوصل الاساسي المقابل لهذه التركيبة لا يكون ضمن a‏ لان کل الوصلات 
الاساسية الاخری المتضمنة في » تأخذ القيمة F‏ آیضا لهذا الترکیب وبالتالي؛ 
فان » تأخذ القيمة ۴. وإذن» فمن أجل کل تعيين لقيم الصدق. فان قيمة صدق 
» تکون كما هي معطاة بو اسطة دالة الصدق. 

سنعطي أدناه مثالا توضیحیا وذلك باخذ دالة صدق ذات ثلاثة متغیرات 
معرفة بواسطة جدول الصدق التالی : 


ب با به وه = 

ب نم ہب ہب با جم w‏ ېه 
ےہ m‏ ب ہو ب m‏ ېم بب 
5 ټپ یت كد ہے ت ہے ہا 


پا" ۰ر رج 


ان ترکییات قيم الصدق التي من اجلها تأخذ دالة الصدق القيمة T‏ هي 

۲ ,۳۲۲ ,۳۲۳ ,۳۲۳۲ وبالتالي فان الوصلات !لاساسية لهذه لترکیبات هي : 
]K;‏ ۸ ۱۳۵ 1۱۸ 
K;A Kı‏ 116۸ 
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1,۸ K;A ]K; 
11۸ 1۳62۸ K; 
: الصیغة » التي آنشاناها في البر هان هي‎ 
(A ]K ۸۱۴(۷ )11۸ 162۸ Ky) ۷۷۱۴۴۸ شا‎ ]K;) v 
(IK, A ]K;A K;) 
تقابل دالة الصدق المعرفة‎  [, ۸, ۷ هذه الصيغة التي تحوي الروابط‎ 
بو اسطة جدول الصدق المعطی في المتال وجدول الصدق هذا هو جدول صدق‎ 
هه الصيغة.‎ 
ان شکل الصيغة © هذا يسمى الشکل العادي للفصل"» حيث أن » عبارة‎ 
عن صيغة فصل وکل مفصولة فيها هي صيغة وصل لمعطوفات تمتل کل‎ 
واحدة منها متغير قضائي أو نفي متغير قضائي.‎ 
باستخدام المبرهنة 1 أعلاه سنجد مجموعات أخرى للروابط.‎ 


مبرهنة 2 
المجموعات: 1. إ۸ ,۰۱ 2. V)‏ ]4 3. (ج |) هي مجموعات كافية 
للروابط. 

البرهان 


1. من أجل أية صيغتين 0 Bb:‏ 
B< ۱0۱۶۸۱0 (‏ ۷ ۰ 
حسب قاعدة دي مورغان وبالتالي فان أية صيغة تحري الروابط 
A‏ ,۷ فقط یمکن تحویلها إلى صيغة تحوي الرابطین م ,| فقط. 


' - Disjunctive normal form 
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2 وبالمنل نستطیع استخد ام المتکافنة 
Iñ)‏ ۱0۱2۷ ج 6 ۸ »0 
لنجد أن إ ۷ | ) مجموعة كافية للروابط. 


3 يجب أن نجد صیغتین مکافئتین إلى VB‏ ۰ و 6 ۸ ۰ وتحویان 
عندنا : 


)10105 هت ۲ 0۸ 
6 بج م| >< 6 a V‏ 
يمكن استخدام هاتین المتكافئتين لتحويل أية صيغة تحوي الروابط 


V, A‏ فقط إلى صيغة تحوي الرابطين ج | فقط. 


توجد مجموعات أخرى كافية للروابط والمبرهنتان التالیتان تبر هنان 


مبرهنه 3 
المجموعة Í$)‏ هي مجموحة كافية للرو ایط. 
البر هان 


استخدم مبرهنة 2 - الجزء 1 والمتكافئتين : 


[0 و لوج‎ 
aA ۵ جه‎ (e + a) + (B 4 p) 


سنبر هن هاتین المتکافئتین ادناه. 
لتکن » : کا و6 : ا ء لننشئ جدولي الصدق : 
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ذلك , 


T 


+K)‏ 1411۳۴ ۲۱ آل عا 
ال )بل 
1 


F 
F 
F 


نلاحظ من الجدول الأول اعلاه أن K)‏ + ×) جه 1 [صيغة تکر ارية وبالتالی 


)۲ A Û) ((K + K) 
+ (L + L)) 


T F 
F F 
F T 
F T 


K)‏ 1 ) جه 1۴. ومن الجدول الثاني نلاحظ أن: 
L)‏ + ) 1( ل (K‏ مه (K AL)‏ صيغة تکر ارية وبالتالي: 
A L) + ))] + K)+ (L $ L))‏ 1). 

مبرهنة 4 

المجموعة (أ) هي مجموعة كافية للرو ابط. 

البرهان 

استخدم المبرهنة 2 - الجزء 2 والمتكافثتين 


[ ی‎ a ۱ 0 
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B = (e a) | (B| B)‏ ۷ء 
سنبر هن هائين المتكافئتين ادناه. 
لتكن » : × و8 : .ا ء لننشئ جدولي الصدق : 


مع نت ناد 
۳ ۳ 
1 ۷ | * 


T 
T 
0.118۷۲ k |K L| L 


(K V را‎ Ə ((K | K) 
| (L | L) 


(K | K) 


|), | D) 


نلاحظ من الجدول الأول اعلاه أن (K|K)‏ جع | صيغة تكرارية وبالتالي 
Ke (K|K)‏ |. ومن الجدول الثاني نلاحظ أن (KVL)eo((K|K)|(L|L)‏ 
صيغة تكر ارية وبالتالي V L) = ) | 1 | (L | L))‏ . 

لا توجد مجموعة كافية یمکن اختیارها من بين الروابط الخمسة 


ج ,جه ,۸ ,7 | ما عدا ما ورد في المبرهنة 2. 
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مبرهنه 5 


أزواج المجموعات (۸ ,۰۱۷ (۷,«) (جه ,۸ هي مجموعات غير 


كافية للر و ابط. 
البر هان 


تلاحظ أن ایا من أزواج المجموعات المعطاة لا تحوي على رابط النفي 
| . وهکذا فان أية دالة صدق تأخذ دائما القيمة F‏ لا يمكن التعبیر عنها بو اسطة 
صيغة باستخدام أي زوج لانه باعطاء جمیع المتغیرات القضائية في هذه 
الصیغة القيمة ۲ ۰ فان الصيغة كلها بالضرور: تأخذ القيمة 1 . ولا توجد 
طريقة لجعل جزء من الصيغة او كلها تاخذ القيمة F‏ بواسطة هذا التعبین. 
وإذن لا توجد صيغة تحوي hú‏ روابط من ج ,جه ,۸ V,‏ وتکون صيغة 
متناقضف. وإذن لا توجد مجموعة فا من مجموعة هده الروابط تکون 
مجموعة كافية. 
2 7 البراهین الصورية Formal Proofs‏ 
عندما يكون عدد المتغيرات القضائية في صورة الحجة کبیرا» فان 
طريقة الجدول لبرهان صحة صورة الحجة تکون غير مناسبة» فنحن تعلم أنه 
إذا كان هذا العدد يساوي n‏ فان عدد الأسطر في الجدول تکون 27. إن هذا 
السبب یدعونا لایجاد طريقة اخری اکثر عملية وسهولة واختصار لبرهان 
صحه صورء حجة ما. إن هذه الطريقة تسمی البرهان الصوري. هذا البر هان 
یسمح لنا باشتقاق نتيجة صورة الحجة من مقدماتها فی حساب القضایا وذلك 


باستخدام قواعد الاشتقاق التي مرت بنا. 
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مثال: لناخذ الحجه التالية. 
هشام لیس في مکتبه أو لیس في داره. لکنه اذا لم يكن في مکتبه فانه یکون قد 
ذهب لزيارة آهله. وإذا لم يكن في داره فانه يكون قد ذهب لزيارة طبییه. اذن» 
ذهب هشام لزيارة أهله أو ذهب لزيارة طبيبه. 
القضايا الذرية 
): هشام في مکتبه..ا: هشام في داره. :M‏ هشام ذهب لزيارة أهله. 
۸ هشام ذهب لزيارة طبيبه. 
الترجمة 
المقدمات ]K—M.IL—N‏ ,ا1۴۷1 
النتیجة ۷ ۱۷ 

بسا أن عدد التغيرات القضائیۃ أربعة فان عدد أسطر الجدول الذي يمكن 
أن نستخدمه ابرهان صحة هذه الحجة يكون 16 = *2. لكتنا باستخدام قواعد 
الاشتقاق الذي مرت بنا نستطيع اشتقاق النثيجة M ۷ N‏ من المقدمات المذكورة 
وذلك باشتقاق متتالية من الصيغ تكون آخر صيغة مشتقة فيها هي النتيجة 
۷ . 
)1( أول صيغة مشتقة هي K — IL‏ وتنتج من المقدمة KV] L‏ | باستخدام 
قاعدة الاسئز ام. 
)2( الصیغة المشنقة K -< N‏ تنتج من المقدمة N‏ جا | ومن انصبرغة المشتقة 


في (1) باستخدام قاعدة القیاس الشرطي. 
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)3( الصيغة M — K‏ ] تنتج من المقدمة M‏ ج × | باستخدام قاعدة عکس 
النقيض والنفی المضاعف. 
|M — N (4)‏ تنتج من الصيغة المشتقة في )2( N‏ ج K‏ و الصيفة المشتقة في 
K (3)‏ ج ]M‏ باستخدام القیاس الشرطي. 
)5( آخر صيغة مشتقة وهي النتيجة M V N‏ @ من ج |M‏ باستخدام 
قاعدة الاستلزام و النفی المضاعف. 

يمكن انشاء البرهان اعلاه بشکل اکثر صورية وذلك بكتابة المقدمات 
الثلاثة و الصیغ المشنقة الخمسة كما مبین أدناه. 


السبب البر هان أرقام الخطوط 

° ا۴۱ . 

2. |16 + ë 

2 ]L— N ° 

4. 6 ]L |, الاستلزام‎ 

5 K— N 3,4 القیاس الشرطي‎ 
6. IM +K 2, عکس النقيض‎ 

القیاس الشرطي 5,6 ]M—N‏ / 
الاسظز ام ,7 Š MVN‏ 


البرهان الصوري كما ورد في المثال أعلاه هو المتتالية المنتهية من 
الصيغ على الخطوط من 1 إلى 8 أي المنتالية و6 ...02 ,,8» حيث ,۵ هي 
المقدمة V ] L‏ 02011 هي المقدمة M‏ ج K‏ رم هی المقدمة D. (LN‏ 


هي الصيغة المشتقة ¿K —>] L‏ 4 هي الصيغة المشنقة N‏ ج ۰۲ مم هي 
الصيغة المشنقة K‏ ج IM‏ بم هي الصيغة المشنقة ۱۲+-] يم هي 
الصيغة المشنقة الاخيرة (النتيجة) N‏ ۷ ۰۳ نلاحظ بان الصیغ (حدود) المتتالية 
ما أن تکون مقدمات وهي صيغ على الخطوط 1ء 2ء 3 أو صيغ مشنقة على 
الخطوط من 4 إلى 8ء أما الحد الأخير من المتتالية م0 (n=8)‏ فهو النتيجة 
VN‏ 1۷. 

بتفصیل أكثر: الخط 4 (نقصد الصيغة على الخط 4) اشتق من الخط | 
وذلك لأن بم + رم صيغة تكرارية واستخدمت قاعدة الاسظزام. الخط 5 
اشتق من الخطین 3 و4 وذلك لان ء6م- 8 8:۸) صيغة تكرارية و استخدمت 
قاعدة القیاس الشرطي. الخط 6 اشتق من الخط 2 ونلك لان ,جر صيغة 
S‏ ارية واستخدمت قاعدة عکس النقیض. الخط 7 اشتق من الخطین 5 و6 
وذلك لان د8 — 20 ۸ (Ds‏ صيغة تكرارية و استخدمت قاعدة القیاس الشرطي. 
الخط 8 اشتق من الخط 7 وذلك لان ہم — ہم صيفة تكرارية و استخدمت 
قاعدة الاستز ام. 

في الحقيقة بالاضافة إلى المتتالية المنتهية من الصیغ و0:,....0 ,8 والتي 
تمثل البرهان الصوريء فاننا من أجل اشتقاق حدود هذه المتتالية استخدمنا 
منتالية منتهية من قواعد الاشتقاق D;‏ ,م Ds,‏ ,وط Ds,‏ ,وط (D),‏ حیث D.‏ هي 
قاعدة الاستلزام» D>‏ هي القیاس الشرطي» Dy‏ هي عکس النقیض؛ ,۲ هي 
النفی المضاعف» Ds‏ هي القياس الشرطي؛ ,0 هي قاعدة الاستازام» 07 هي 
النفي المضاعف. 
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في انشاء البرهان أعلاه تم ذكر المقدمات على الخطوط الثلاثة الاولی 
من البرهان وأضفنا الرمز (م) ليشير إلى كل منها. ثم قمنا باشتقاق النتيجة 
.M ۷ N‏ الأعداد على اليمين تبين الخطوط التي اشنقت منها کل صيغة مشنقة 
و علی یمین هذه الاعداد ذكرنا اسم القاعدة التي استخدمت في کل اشتقاق. 
ستعطي الأن تعریف البر هان الصوري. 

البر هان الصوري لصورة الحجة التي مقدماتھا ,0 , ىل ,به ,ره ونتیجتها B‏ 
هي منتالية منتهية من الصیغ م6 ,...,82 ,,8 بحیث أن كل رم (i=1,2,...n)‏ 
هي مقدمة أو صيغة مشتقة من الصيغ التي تسبقها في المتتالية باستخدام قاعده 
اشتقاق صحيحة. آخر صيغة مشتقة ,8 من المتتالية هي النتيجة ۸. 
تسمى عادة حدود المنتالیه B.‏ ,...,82 ,8 بخطوات البرهان. 
2 8 أنواع البراهین الصورية 

2 . 1 البر هان المباشر Direct Proof‏ 

يقو م البرهان المباشر على اشتقاق النتيجة المطلوية لصورة حجة وذلك 
باشتقاق متتالية من الصیغ واحدة بعد الأخرى من المقدمات المعطاة باستخدام 
قواعد الاشتقاق المعروفة وحيث تکون آخر صورة مشتقة هي نتيجة صورة 
الحجة. المثال في الفقرة السابقة یمکن اعتباره مثالا لهذا النوع من البراهین. 

2 8. 2 البرهان الشرطي (ب.ش) Conditional Proof‏ 

یستخدم البرهان الشرطي من أجل تبسیط البرهان التي تکون نتيجة 
صورة الحجة المطلوبة فيه عبارة عن استلزام. البرهان الشرطي لصحة 
صورة الحجة هذه یقوم على إضافة مقدم الاستلزام إلى المقدمات الاصلية ثم 
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نشتق متتالية من الصیغ من المقدمات الاصلية ومن المقدمة المضافة (سنسمیها 
مقدمة البرهان الشرطي (ب.ش)) حتی نصل إلى اشتقاق تالي الاستلزام وبهذا 
نکون قد برهنا الاستلزام المطلوب (التتیجة) من المقدمات الأصلية لصورة 
الحجة فقط. أي أن البرهان الشرطي ينص على ما یلی: 
0 ج0 ے .022,۰۰ ,0 اذا کان وها 2۱ O2,‏ ورک 

إن البرهان الشرطي هو أيضا قاعدة اشتقاق صحيحة ویمکن إضافتها 
إلى قائمة القواعد المعروفة ونکننا آفردنا فقرة له بسبب خصوصیته. اثبات 
صحة البر هان الشرطي یکون بواسطة المبر هنة ادناه. 


مبر هنه 
13 کان مېا (۵ , دہ ,ره فإن : 82 جر۵ح ,۰ ۵/2۱۰۰ ,۰0۱ 
البر هان 
ما أن 22 | ,8 , مهس ميه ,ره إذن 
A Bı) — Pz‏ مه ۵2۸۰۰۰۸ (aı A‏ )1( 


صيغة تكرارية. حتی تبر هن 82 جره] و CC],‏ فيكفي ان نبر هن ان 
(B: — B2)‏ — مه (aı A ۵2۸ ...A‏ )2( 
صيغة نکر اریة. ولکن )2( جه )1( حسب قاعدة الاستیراد-التصدیر . إذن )2( 


يكون أيضا صيغة تكرارية وبهذا يتم البرهان. 


منال 
سنعطي برهانا صوريا لصورة الحجة الصحیحه التالية 
المقدمات (LV M)‏ ج M—N,K|L,K‏ 
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النتیجه K— N‏ 
سنستخدم البرهان الشرطي لاشتقاق K ¬+ N‏ وذلك باضافة K‏ (مقدم 
الاستلزام) إلى المقدمات الاصلية واشتقاق N‏ (تالي الاستلزام). سنقوم باصافة 
عمود آخر (أرقام المقدمات) إلى البرهان الصوري. يتشكل هذا العمود وذلك 
باعطاء کل مقدمة رقما هو رقم أول ظهور لها في البرهان. سنبین أن 

المقدمات تظهر على کل سطر من البر هان. 


السسبب البرهان ارقام الخطوط ارقام المقدمات 
5 ۷ح جہ ۷ 7 }1 
K> 1 3‏ .2 2 
K—(LVM °‏ .3 31 
(مقدمة ب.ش) م Ë K‏ 8 
الوضم 3,4 LV M‏ 5 34 
عکس النقیض ,2 1 | ج را 0 21 
النفی المضاعف ,4 3 7 4 
نفي التالي 6,7 1L‏ 8 ;2.4( 
قياس الفصل 5,8 M‏ 9 }2,3,4{ 
الوضم ۱,9 N‏ 10 (2,3,4,!) 
ب.ش 4,10 K—N‏ .11 (ذ,1,2) 


نری أن الصيغة المشتقة على الخط 5 (:8) تم اشتقاقها من :8 و ي8 


وذلك لان 8 - (84 A‏ 8) صيغة تكرارية. فاذن مجموعة ارقام مقدمات Ds‏ 
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تساوي اتحاد مجمو عة ارقام مقدمات ر8 مع مجموعة أرقام مقدمات ب۵. أي أن 
مجموعة ارقام مقدمات6ء هي )3( ں (4) = (۱3,4. مجموعة آرقام مقدمات 
الصيغة على الخط 6 (06) المشتقة من :8 هی المجموعة (۰42 نفس الشيء 
بالنسبة إلى +8. مجموعة أرقام مقدمات الصيغة المشتقة على الخط 8 (Bs)‏ هي 
)2( با (4) = (2,4) وذلك لان Bs‏ ج (,م (Be A‏ صيغة تكراريةء أي أن وم 
اشتقت من ,8 و:0. مجموع أرقام مقدمات الصيغة على الخط 9 (Bo)‏ تساوي 
(4 ,3) ىا 2,3,41) = إ4 ,3 ,2) وذلك لان و8 اشتقت من و وم أي أن 
«8 ج (Bs ۸ Bs)‏ مجموعة أرقام مقدمات الصيغة على الخط 10 (8:0) تساوي 
المجموعة (1) ىا (42,3,4> (4 ,2,3 ,1) وذلك لان 8٠‏ ج :8 8:۸) صيغة 
تكراريةء أي أن م8 اشتقت من ,6 و ]. استخدمنا قاعدة البرهان الشرطي 
على الخط 11. مقدمة (ب.ش)؛ (K)‏ تقع على الخط 4. لقد تم اشتقاق N‏ على 
الخط ۰10 مجموعة أرقام المقدمات على الخط 10 هي [4 ,3 ,2 ,۱) وهكذا فان 
الصيغة على الخط 11 تكون (B) KƏN‏ ومجموعة أرقام مقدماتها تکون(1, 
2 3, 14 - )4( = (1,2,3). 
2 3 البرهان الغیر مباشر (ب.ع) Indirect Proof‏ 
طريقة البرهان الغیر مباشر معروفة لکل من درس الهندسة الإقليدية 
وتمتل إضافة جديدة لتقوية إمكانياتنا على البرهنة. البرهان الغیر مباشر لصحة 
صورة الحجة يقوم على إضافة نفي النتيجة كمقدمة البرهان الغير مباشر 
(ب.غ) إلى المقدمات الأصلية لصورة الحجة ثم نشتق من المقدمات الأصلية 


هذه والمقدمة المضافة نشتق صيغة متناقضة؛ أي صيغة ونفيها وينتج نفي 
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المقدمة المضافة أي نتتج نتيجة صورة الحجة المعطاة!. أي أن البرهان الغیر 
مباشر ينص على ما ياتي: إذا كان 

8 رق ]8[ مه or...‏ فان |—B‏ مه,...ريه ,رين 

يتوضح مما سبق أن البرهان الغير مباشر هو أيضا قاعدة اشتقاق 
صحيحة ويمكن إضافته إلى القواعد المعروفة ولكننا أفردنا فقرة له بسبب 
خصوصيته. اثات صحة البرهان الغير مباشر يكون بو اسطة المبر هنة أدناه. 
لتكن رم,.... ,وه ,به مقدمات صورة الحجة وم نتيجتها. لتكن ,۵ أية صيغة. 
اذا کان 0ہ ها B‏ | وهه w,‏ فان عا 020 واا 
البرهان 
ہما أن رذ( ! ۸ سا ۵ Ct...‏ رن إإن الاسکز ام 

A Î8) > Bı ۵۱‏ مه ۸۰۰.۸ رہ (mI A‏ )1( 
صيغة تكرارية. وبما أن تالي )1( ۸۱8 (B,‏ صيغة متناقضة فإذن إحدى 
معطوفات المقدم يجب أن تكون كاذبةء اي أن إحدی المعطوفات 
0 ا ٠‏ يجب أن تكون كاذبة. عندنا حالتين: 
1( اذا كانت احدی المحطرفات م»,....يت ,رم كاذبة فإذن یکون 

)6۱ AG A ...A زمه‎ —ü D 
«O1, 02,٠ صيغة تكراریةء وبالتالی يكون 0-| ملار‎ 


' للمزيد من النفصيل راجع 
د .سعد الجا > الا نان شیر ال با هره مو گر البحر :عن“ : 1076 ۰ 
` 3 پر سا 


2( ذا كانت 8[ کاذبة فان p‏ صادقة فتکرن D‏ — (مه ۸... 02۸ ۸ ,0) صيغة 
تكرارية. وبالتالي یکون Ct... (th — f‏ ,0 وبهذا یتم البر هان. 
مال 
سنعطي بر هانا صوریا لصورة الحجة الصحيحة التالیة: 
المقدمات (M ۷ 8( ۸ (S + N)‏ با[ (M VN)-—>‏ 
النتيجة IL‏ 
البرهان الصوري 
سنستخدم البرهان الغير مباشر لاشتقاق 1| وذلك بإضافة نفيها []L‏ أو 
L‏ الى المقدمات الأصلية واشتقاق صيغة متناقضة ,۵ ۸ ۸ (حيث ,م أية 


صيغة). 

آرقام ارقام 
السبب البرهان الخطوط المقدمات 
3 ]| جہ U) 1. (M VN)‏ 
° (ج 8) ۸ (5 ۷ ۷۲) .2 ۱21 
(مقدمة ب. غ) م L‏ .3 )3{ 
عکس النقیض ,1 L— (M VN‏ .4 !1( 
الوضع 3,4 l.3 5. 104 V N)‏ 
دي مور غان ,3 ]MAIN‏ 6 13( 
الترسیط ,2 1ج 8 7 (2) 
عكس النقیض ,7 IN ]s‏ .8 )2 


و 


(2) 10. MVS 2, التبسيط‎ 
(21 11. IM +S 10, الاستلزام‎ 
(123) 2, S 6,11 الوضع‎ 
{1,2,3} 3 SA]S 9, 12 العطف‎ 
(1,2 14. 1L 3,13 ب.غ‎ 


سنبین مرة أخرى كيف أن المقدمات تظهر على کل سطر من البر هان. 
سنسمي أولا متتالية الصیغ التي تمثل البرهان الصوري في المثال أعلاه كما 
يلي ,۰۵ ¿D>‏ دل هل (Ds +B; éD Bs‏ و۵ Pio‏ 86۱۲ء Bu‏ د۱ میم 
(النتیجة). مجموعتا أرقام المقدمات الاصلية هما (1) و 4421 آما مجموعة 
ارقام المقدمة المضافة (مقدمة ب.ع) فهي (3). (نشیر إلى رقم المقدمة 
المضافة یکون دائما هو رقم الخط الذي تظهر عليه لاول مرة). الصيغة 
المشنقة p,‏ تم اشتقاقها من ,۵ وذلك لان بم + ہم صيغة تكرارية ولان 
مجموعة مقدمات ,0 تکون هي نفسها مجموعة ارقام مقدمات ,مء أي (1). 
الصيغة المشنقة 85 تم اشتقاقها من د8 ويم ذلك لان (Da ۸ 84( + Ds‏ صيغة 
تكرارية وإذن مجموعة مقدمات Ds‏ تکون تساوي )1( Ç‏ )3( = (1,3). 
الصيغة المشنقة ,8 تم اشتقاقها من ء8 وذلك لان Bç‏ + ء8 صيغة تكرارية 
وإذن مجموعة آرقام مقدمات ,0 تکون هي نفسها مجموعة أرقام مقدهات Üs‏ 
أي (1,3). الصيغة المشتقة +8 تم اشتقاقها من ر8 وذلك لان :۵ ج دم صيغة 


تكرارية وإذن مجموعة أرقام مقدمات 87 تكون هي نفسها مجموعة ارقام 
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مقدمات D>‏ أي (2). الصيغة المشنقة و8 تم اشتقاقها من +8 وذلك لان 
Bs‏ + 87 صيغة تکرارية وان مجموعة ارقام مقدمات Ba‏ تکون هي نفسها 
مجموعة ارقام مقدمات ,مء أي (2). الصيغة المشنقة وم تم اشتقاقها من 
الصیفتین 60 و هم وذلك لأن Bo‏ ج (Bé ۸ Bs)‏ صيغة تکر ارية وإذن مجموعة 
ارقام مقدمات ,8 تکون )13( ںا (12 = (41,2,3. الصيغة المشتقة 0ر8 تم 
اشتقاقها من 8 وذلك لان م8 جه د8 صیغة تكرارية وإذن مجموعة ارقام 
مقدمات ورم تكون هي نفسها مجموعة أرقام مقدمات ۰82 أي 2). الصيغة 
المشتقة ,8 تم اشنقاقها من 2,0 وذلك لان ,2 ج ه8 صيفة تكرارية ولذن 
مجموعة أرقام مقدمات ,8 تکون هي نفسها مجموعة أرقام مقدمات 22 أي 
(2). الصيغة المشتقة 8,2 تم اشتقاقها من الصيغتين م6 و 81 وذلك لان 
,رم ج Bu)‏ ۸ 8) صيغة تكرارية وان مجموعة أرقام مقدمات 8,2 تکون 
Ç (1,31‏ )2( = [1,2,3). الصيغة المشتقه و8 تم اشتقاقها من الصيغتين Bo‏ 
و درم وذلك لان Bu‏ ج (مرم ۸ (Bo‏ صيغة تكرارية وإذن مجموعة ارقام 
مقدمات زر تکون 11,231 له (۱,2,3) = (1,2,3). على الخط 14 استخدمنا 
قاعدة البر هان الغیر مباشر ومقدمة (ب.غ) L‏ تقع على الخط 3. لقد تم اشتقاق 
الصيغة المتتاقضة A] S‏ 8 على الخط 13 ومجموعة ارقام المقدمات على هذا 
الخط هي (۱,2,3) وهكذا فان الصيغة على الخط 14 تکون با | (Ba)‏ 
ومجوعة أرقام مقدماتها (1,2,3) - )13 = (1,2). 

یظهر البرهان غير المباشر عموما على شکل ثلاث حالات كما هو مبین 
أدناه. 
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الحاله الأولی: 

لبرهان أية مبرهنة مطلوبة K — L‏ حيث K‏ شرطها و نتيجتهاء نقوم 
عوضا عن ذلك ببرهان صدق القضية ×| + K)‏ ۸ 1]). أي نقوم بافتر اض 
تفي L) L‏ ]( وبعد ذلك وباستخدام 1| و يتم برهان 11. Las‏ أن K—L‏ 
تكافئ | + (]L ۸ K)‏ فإئنا نكون قد برهنا L‏ ج K‏ المطلوبة. جدول الصدق 
آدناه >o‏ هن التكافؤ المذکور وذلك ببرهان آن: 


L) @ ((]L A K) + ] K)‏ > )جه صيغة تكرارية. 


rr‏ چس ېې 


T 
T 
الحاله التانیه:‎ 


لبرهان أية مبرهنة مطلوبة K + L‏ حیث K‏ شرطها L s‏ نتيجتهاء نقوم 


عوضا عن ذلك ببرهان صدق القضية L‏ ج L A K)‏ |). أي نقوم بافتراض 


نفي L) L‏ ]( وبعد ذلك وباستخدام L‏ | و× یتم برهان 1. وبما أن L‏ ج 1 
تکافی رآ ج L A K)‏ ]( فإننا نکون قد برهنا K — L‏ المطلوبة. جدول الصدق 
أدناه yp‏ هن التكافؤ المذکور وذلك ببرهان أن: 

K) > L)‏ 1۸])) جه L)‏ ج کا)عه صيغة تكرارية. 


92 


ووس دوو ناكا ناكا نان 


1 


الحالة الثالثة: 

لبرهان أية مبرهنة مطلوبة L‏ ج K‏ حيث K‏ شرطها Ls‏ نتيجتهاء نقوم 
عوضا عن ذلك ببرهان صدق القضية K) > (RA | R)‏ ۸ ,۱1). أي نقوم 
بافتراض نفي L) L‏ ]( وبعد ذلك وباستخدام L‏ | و يتم برهان صيغة 
متناقضة 11 Lus .۸ A‏ أن L‏ ج K‏ تکافی (RA ]R)‏ ج K)‏ 11۸ )سه فاننا 
نکون قد برهنا K + L‏ المطلوبة. جدول الصدق ادناه يبرهن التکافؤ المذکور 
وذلك ببرهان أن: (R A | R)‏ ج (]L A K)‏ جه L)‏ ج (K‏ 82 صيغة 
تکر اریة. 


| هام همه ۶۴۵۱ ند KIL|R|‏ 


1 F T T 
1| 1 | 1 F F T T 
1 | ٣ | 1 ۳ 1 9 ۳ 1 
1 ٢-٣ F T F F T 
FITIT T F F T T 
FITIF T F F T T 
FIFIT T F F T T 
۳ | ۳ | تل‎ 1 F F T T 


93 


لقد توصلنا اعلاه إلى المتکافئات الثلاثة التالية: 


K—L<(]LAK)—Ə ]K (1) 
جک‎ L< (]L A K) > L (2) 
ہاج‎ (]LAK)—Ə(RA]R) (3) 


وهکذا فحتی تبرهن أن K — L‏ صادقة فيكفي أن نبرهن صدق !حدی الصیغ: 
.(]LAK)—>(RA]R) (ILAK)—ƏL (]LAK)— ]K‏ 
بما أنه في کل الحالات اعلاه بستخدم نفي النتيجة فیقال أن المبرهنة قد بر هنت 
بواسطة (البرهان غير المباشر). بستخدم البرهان بدون معرفة المنطق 
الرياضيء ولکن بدون المنطق الرياضي لا يمكن إثبات صحة البر‌هان. 

اذا کان شرط المبرهنة المطلوبة (K)‏ هو وصل لقضیتین. أي أن 
المبرهنه على الشکل L‏ ج Ky)‏ ۸ ۱ 1) فإن صدقها يمكن برهانه باستخدام 
المتکافنه: 
(Kı AK)— KJ) (1)‏ ۱۸)جت (IAK)— L‏ 
أو 
]K)) (2)‏ جيم (Kı‏ ما]|)اج اج رن 0۸ 
يمكن برهان ھاتین لمتکافنتین باستخدام جداول الصدق وذلك ببرهان (على 
الترتيب) أن: 
(ILA ))1 A K) TK) (1)‏ جه زا > (مکا ۸ 16)) صيغة تكرارية. 


(IL A ))K: ۸ Ki) > ]K>) )2(‏ مه K) > L)‏ ۸ کا)) صیغة تكرارية. 


j 
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يمكن إجراء تعمیم لیشمل الحالات التي يكون فیها شرط المبر هنة هو 

وصل لاکثر من قضيتين. 
2 الاتساق وعدم الاتساق Consistency and Inconsistency‏ 

نقول أن مجموعة من مجموعة من الصیغ تکون متسقة 13 لم يكن 
بالإمكان اشتقاق صيغة متناقضة منها. إذا رمزنا لمجموعة الصیغ بالرمز ۲ 
وبالرمز » لاية صيغة فیمکننا كتابة تعریف الاتساق المذکور رمزیا کالتالي: 
٥ء‏ ۲ (ع یقرا لا یقرر)» حیث » أية صيغة. 

لتكن (مه... ,02 ,.») = ] حيث أن مه... ,مه ,رم هي الصيغ. إذن حتی 
تكون ۲ متسقة فیجب أن تکون: 
Ala‏ »ا ۰۰.0 ,د ,0 حيث 0 أية صيغة. اي ان : 
(a A la)‏ — مه ...A‏ ۸ به ۸ ن) )1( 

ليست صيغة تكرارية. وبما أن تالي هذا الاستلزام کاذبا دائما فإذن حتى 
لا تكون )1( صيغة تكرارية فيجب أن يكون مقدمها ,0 8... ۸ ۰۱۸0۰ صادقا. 
اي آن جميع المعطوفات مه,... ,یه ,0 يجب أن تكون صادقةء وهكذا یمکننا 
أن نقول: حتی تکون مجموعة من الصیغ متسقة فيجب أن تكون جمیعها 
صادقه في نفس الوقت. وهذا شرط كافي لاتساقها. 
مبرهنه 

مجموعة من الصیغ نکون متسقة إذا وفقط إذا آمکن تعيين قیم صدق 
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نوز تد (مجموعة من اسم رن متسقة) بالرمز ‏ والقضية 
(يمكن تعيين قيم صدق لمتنیراتها القضائية بحيث تكون جمیعها صادقة في 
نفس للوقت) بالرمز .]. إذن يمكن كتابة المبرهنة على شكل استلزام ثنائي 
L‏ مه .K‏ سنبرهن K — L‏ أولا ثم نيرهن K‏ و- ر]. 
البرهان 1: سنبرهن صدق K — L‏ وذاك ببرهان صدق مکافاتھا K‏ | جم[ |. 
لتكن مجموعة الصيغ (مه... ,يه T = (o,‏ ولنفرض أنه لا یمکن تعیین قیم 
صدق لمتغیرات القضائية في ۲ بحیث تکون جمیم الصیغ صادقة L)‏ [). 
ولان يكون الوصل ۸...۸6 يه ۸ به كاذبا. وهكذا یکون الاستلزام 
ا ۸» ج (به ۸... ۸ يه ۸ بن ) صيغة تكرارية aN)‏ سيكون على الشكل 
F‏ — ۴). وهکذا یکون Ala‏ ې ... روہ Gu,‏ ۰ أي أنه يمكن اشتقاق صیغة 
» ونفیها | من مجموعة الصيغ وبالتالي تکون مجموعة الصیغ غير متسقة 
.(1K)‏ 
البرهان 2 : سنستخدم طريقة البرهان المباشر في برهان K‏ + . نفرض أنه 
يمكن تعيين قیم صدق للمتغيرات القضائية بحیث تکون جمیع الصيغ صادقة 
في نفس لوقت. أي أن مه ۸... ۸۰:۸ به صيغة تكرارية. 
وإذن تکون ]o)‏ ۸ ») ج (,0 ۸... A‏ يه ۸ ») كاذية. 
أي أن »۸1 يمام ۰,۰0 ,ره ,0۱ وبالتالي تکون مجموعة الصيغ متسقة(K).‏ 
مثال: حدد فيما لا كانت الصيغتان اتالیتان متسقتين أو غير متسقتين: 

K > (]L A]M)‏ رد با ۸ ما 
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الحل: سنحاول البرهان على اتساق به و يه وذلك بتعیین قیم صدق 
للمتغیرات القضائية K‏ اء M‏ بحیث تکون په و مه صادقتین. حتی تکون 
به صادقة فیجب أن تکون K‏ صادقة ول صادقة. حتى تكون مه صادقة وبما 
أن K‏ صادقة فیجب أن تکون L‏ | و ۷[ صادقتین. اي أن L‏ يجب أن تکون 
كاذبة M s‏ يجب أن تکون کاذبة. وهکذا وصلنا إلى طریق مسدود: L)‏ يجب أن 
تکون صادقه وکاذبه في نفس الوقت). اذن لا بمکن تعیین قیم صدق للمتغیر ات 
القضائية بحیث تکون به و وه صادقتین. إذن فهما غير متستتین. سنضع 
هذه المناتشة على شکل بر هان صوري كما يلي: 


البر هان 

م l. KAL‏ 11( 
(L AIM °‏ + 1 2 2۱ 
التبسيط ,1 K‏ .3 ِا 
الوضع 2,3 ۷ .4 (1,2) 
التبسيط ,4 11 .5 )1.2( 
التبسیط ,1 L‏ .6 11( 
العطف 5,6 1 ۶ (۱,2) 


البر هان الصور ي اعلاه يبين إمكائية اشتقاق صیغة ‏ (هي (L‏ ونفیها ÍL‏ من 
الصيغتين به و واا أي آنهما فعلا غير م:سقتين. 

لل هنة على اتساق الصيغ بطريقة جداول الصدق يكفي أن نجد سطر 
واحد على الأقل في جدول مدق الصيغ تمتلك فيه كل مقدمة القيمة T‏ (أي 
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آنها صادقة). وهکذا فان عدم وجود أي سطر تكون فيه جميع الصیغ صادقة 
يعني عدم اتساق هذه الصیغ. 

مثال 1: الصيغ L‏ — × ہا ۸ K V L, K‏ متسقة وذلك لوجود سطر واحد على 
الأقل (هنا السطر الأول) تكون فيه جميع الصيغ صادقةء كما هو مبين في 


الجدول. 
T! T T T T‏ 


۲ | F T F 
F| T T و‎ 
۲ | ط‎ ۳ F 


مثال 2: الصيغ با IK, K V L,‏ ج 1| غير متسقة وذلك لعدم وجود اي 
سطر تکون فيه جمیم الصیغ صادقة» كما هو مبين في الجدول أدناه 
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2 10 المبادئ العامة للتوصل إلى البراهین الصورية 

إن البرهان عملية ذهنية وبالتالي لا توجد أفضل طريقة نستطیم أن 
ننصح بها للتوصل إلى البرهان الصوري لانه توجد اکثر من طريقة واحدة. 
ولکن الوصول إلى أسهل واکثر اختصارا لبرهان صحة صورة حجة ما يعتمد 
بالتأكيد على ترکیب نتيجة صورة الحجة. اي هل آنها: متغیر قضائي؛ نفي» 
وصل» فصل. استلزام» استلزام ثتائي؟. سنورد ادناه مبادی عامة نراها مفيدة 
من اجل التوصل إلى البراهین الصورية. 
)1( 13 كانت النتيجة متغیر قضائي N‏ أو نفي المتغیر القضائي ]N‏ ولم یکن 
البرهان المباشر واضحا نستخدم البرهان غير المباشر وذلك باضافة نفي 
النتيجة واشتقاق صيغة منناقضة. 
)2( إذا كانت النتيجة وصلا M ۸ N‏ نبرهن کل من المعطرفتین حسب )1( نم 
نستخدم قاعدة العطف. 
)3( 13 كانت النتيجة فصلا M ۷ N‏ نبرهن احدی المفصولتین ٹم نستخدم 
قاعدۃ الجمع. 
)4( إذا كانت النتيجة استلزاما M — N‏ نستخدم البرهان الشرطي وذلك 
باضافة المقدم M‏ إلى المقدمات الأصلية واشتقاق التالي -N‏ 
)5( اذا كانت النتيجة استلزاما ثنائیا N‏ ج> M‏ نبرهن ۷-۲۲ و "+N‏ حسب 
)4( ثم نستخدم قاعدة الاستلزام الثتائي. 
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2 اکتشاف البراهین الصوریه 

لقد لاحظنا وجود نوع من الصعوبة لدی الطلبة عند برهان صحة 
حجة وعلی وجه الخصوص. لیس واضح لدیهم من أين یبدژون وکیف 
یستمرون للوصول إلى النتیجة وبعبارة آخری هم یعانون من صعوبة اکتشاف 
المتتالية المطلوبة من الصيغء والتي تمثل البرهان الصوري. وبشکل أدق؛ لا 
يعرفون ما هي الصيغة التي يبدؤون بها وما هي قواعد الاشتقاق» التي يجب 
تطبيقها على هذه الصيغة وعلى الصيغ الأخرى للوصول إلى النتيجة المثال 
التوضيحي التالي يبين طريقة اكتشاف البراهين الصورية في حساب القضايا. 
وتطبق الطريقة نفسهاء بخطوطها العامة في الفصل الخامس. 
مثال 
لنحدد صحة صورة الحجة التالية وذلك بإعطائها برهان صوري 


المقدمات : 0 د« K—(LvM),L—N,M—-N,N>—‏ 
النتيجة : ]K‏ 


حتی نشتق LK‏ نری أن المتغیر القضائي K‏ موجود في المقدمة الأولىء 
وهکذا فیمکن اشنقاق JK‏ من هذه المقدمة. ومن أجل ذلك يجب أن تکون لدینا 
الصيغة M)‏ ۷ ) | ونطبق قاعدة النفي التالي على المقدمة الاولی 
اي يجب أن تکون لدینا 14 ۸ ,۱1 المكافئة إلى (L v M)‏ [. ومن أجل ذلك 
يجب أن تکون لدینا 1| و ]M‏ ونطیق قاعدة العطف. 

)1( 11 يمكن الحصول علیها من المقدمة الثانية. إذا كانت لدیتا ۲۷| وبتطبیق 
قاعدة نفي التالي. 
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|M (2)‏ يمكن الحصول علیها من المقدمة الثالثة» إذا كانت لدینا 17[ وبتطبیق 
قاعدة تفي التالي. 

ومن أجل الحصول على 1۷ فيجب أن نکون لدینا 110 ونطبق قاعدة نفي 
التالي على 10| والمقدمة الرایعة. وحتی یکون لدینا 0[ [ فیجب أن تکون 
لدينا O‏ ونطبق قاعدة النفي المزدوج على .O‏ 

الان نلاحظ أن O‏ تکون لدینا وهي المقدمة الخامسة. 

مما ورد اعلاه تبين لنا أن منتالية الصیغ» التي تمثل البرهان الصوري 
لمطلوب هي : 

1 نشتقها من المقدمة الخامسة بتطبیق النفي المزدوج. 

2 نشتقها من 10| والمقدمة الرابعة بتطبیق نفي التالي. 

3 نشتقها من | و المتدمة الثالثة بتطبیق النفي التالي. 

4 نشتقها من ]N‏ و المقدمة الثانية بتطبیق النفي التالي. 

L ۸ 5‏ ] نشتقها من 1| و ]M‏ بتطبیق العطف. 

46 | نشتقها من |L ۸ ]M‏ بتطبیق دي مورغان. 

7 (النتيجة) نشنقها من (L v M)‏ [والمقدمة الاولی بتطبیق النفي التالي. 
يجد القاری البر هان الصوري الکامل لهذا المثال في حلول تمارین هذا الفصل. 


2 12 تمارين 
(أ) حدد فيما إذا كانت كل صيغة مما يأتي: تكرارية» متناقضة أم عارضة. 


](K V L) e (IK A 11) (2) IK + K (1) 
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(K> DV |L (4) — (K V L)Ə (L v K) (3) 

(K> L)A |) + L) (6) (KAlIK)Ə (L V IL) (5) 

(K +1) + (]LƏ |K) (7) 

(ب) في كل زوج من الصيغ التالية وباستخدام جداول الصدق حدد فیما اذا 


كانت : 
(ب) = (ا) 

(i)‏ > (ب) 

(ب) = )( 

لیس أيا مما ذکر . 

K V L راب[ )ب(‎ (i) (1) 

K A (K— L) )ب(‎ K Ə L (!) (2) 

L — R (ب)‎ (K — L) A (L — R.) (Î) (3) 

(K V L) V ٤١ (<) :K V (L V #( (Î) (4) 
(KAR) + |R (ب)‎ «(K — R) ¬ R (Í (5) 
(z) 


sa(1)‏ صيغة تحوي الرابطین | . ۷ فقط وتکون مكافئة إلى 
(MAN‏ ج با[ ۸ 1۳) 
)2( جد صيغة تحوي الرابطین ] ء ۸ فقط. وتکون مكافئة إلى 


K + ) 1 ¬+ M 
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)3( جد صيغة تحوي الرابطین ]۰ ۷ فقط وتکون مكافئة إلى L‏ جه K‏ 
)4( جد صيغة تحوي الرابطین |ء ۸ فقط وتکون مكافئة إلى 
M‏ جه (]| جب (K‏ 
)5( جد صيغة تحوي الرابطین ]¿ + فقط وتکون مكافئة إلى کا ۸ ۳ ۸ ) 


)3( ترجم أزواج القضایا التالية إلى لغة حساب القضایا ثم بين باستخدام جداول 
الصدق إن كانت متكافئة (المصدرء أفلاطونء النواميس)! 

)1( () إذا کان شيء ما حياء فإنه ذو روح؛ وإذا كان ذا روح؛ كان متحركا 
بذاته. 

(ب) إذا كان شيء ما متحركا بذاته» فإنه ذو روح؛ وإذا كان ذا روح» كان 
حيا. 


(i) (2)‏ 13 كانت الروح متحركة بذاتها وكان كل ما هو متحرك بذاته مصدر 
التغير» كانت الروح مصدر التغير. 

(ب) لا يصدق القولان أن الروح ليست مصدر التغير وكذلك أن الروح 
متحركة بذاتها وأن كل ما هو متحرك بذاته مصدر التغير. 

)3( (أ) اما أن تكون الروح ذاتها مصدر كل من الخير والشر أو أن تكون 
روح واحدة مصدر الخير وروح أخرى مصدر الشر. 

(ب) إذا لم تكن الروح ذاتها مصدر كل من الخير والشرء فإن روحا واحدة 
مصدر الخير وروحا أخرى مصدر الشر. 


أ مقتبس عن د. كريم متي - المنطق الرياضيء مؤسسة الرسالة» بيروت 1979ء عن : 
R, L. - Logic for philosofers . Harper & Row, Publishers, New-York, 1۰‏ ,۱۲۱۱۱۱ 
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)°( برهن صحة أو خطأ کل من الحجج التالية. 


)1( المقدمات IM, K‏ جه +K, L‏ نلا 
النتيجة , M‏ 

L—ƏM, (KM) المقدمات‎ (2) 
MK النتيجة‎ 


)3( أعط براهين صورية مباشرة لكل من الحجج التالية: 


K ¬+ (LVM), L>N, M—ƏN, N— O, O المقدمات‎ )1( 
۴ النتيجة‎ 

L+(MAK) ۰ M> ۴ المتدمات‎ (2) 

IL النتيجة‎ 

K—(L 4M), M المقدمات‎ )3( 

kvl النتيجة‎ 


(ز) اعط برهانا صوريا لكل من الحجج التالية': 
)1( إذا كان الموت انفصال الروح عن الجسم؛ فانه اذا كانت الروح قادرة على 
الوجود مستقلة عن الجسمء فان الروح تصيح حرة حين يموت الجسم. إذن اذا 


| سم - 
مقتبس عن المصدر السایق. 
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لم يكن من الصدق أن الروح تصبح حرة حين يموت الجسمء فإما أن لا يكون 
الموت انفصال الروح أو أن الروح لا تستطيع أن توجد مستقلة عن الجسم. 
)2( إذا فسدت الروح حين يفسد الجسم» فإنه ينبغي أن تخشى الموت» ولكن اذا 
لم تفسد الروح حين يموت الجسم؛ فهناك أمل. وبطبيعة الحال اما أن تفسد 
الروح حين يموت الجسم أو لا تفسد. من هذا يلزم أنه إذا لم يكن هناك أملء 
فإنه ينبغي أن نخشى الموت. 

)3( اذا ألقيت أسئلة على الناس بصورة صحيحة. فإنهم يظهرون معرفة لم 
يكتسبوها في هذه الحياة. وما كان في مستطاعهم أن يفعلوا ذلك؛ لو أنهم لم 
يكتسبوا معرفتهم في sus‏ سابقة. وإذا اكتسبوا معرفتهم في حياة سابقة» فإنه 
يمن البرهنة على أن الروح يمكن أن توجد مستقلة عن الجسم.وعليه إذا ألقيت 
أسئلة على الناس بصورة صحيحة فإنه يمكن البرهنة على أن الروح يمكن أن 
توجد مستقلة عن الجسم. 

)4( 13 كانت الروح تشبه نغما يعزف على آلة موسيقية؛ فانه لا يمكن أن توجد 
الروح قبل أن يوجد الجسم. ولكن إذا كانت الحجة المستندة إلى التذكر قويةء 
فإن الروح قد وجدت قبل أن يوجد الجسم. وإذا كانت الروح قد وجدت قبل أن 
يوجد الجسم» فإن الروح يمكن أن توجد قبل أن يوجد الجسم. وعلیه. فإما أن 
الحجة المستندة إلى التذكر ليست قوية أو أن الروح ليست Las‏ عزف على ¿N‏ 


= ص 


موسيعية. 


سی ی 
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(c)‏ ترجم إلى اللغة الرمزية لحساب القضایا كلا من الحجج التالية وحدد 
صحة کل حجة. 13 كانت الحجة خاطئة اعط مثالا مضادا وإذا كانت صحيحة 
اعط برهانا صوریا. 

(1) إذا لم آذهب نقضاء اجازتي أو القيام بعمل إضافي فإني سابیم سيارتي 
وأكسب بعض المال. إذن» ساذهب لقضاء (جازتي أو سابیم سيارتي. 

)2( 13 فازت الجزاتر أو سوریا بكأس العرب لكرة القدم فإني أكون سعيدا 
وأقيم احتفالا. اذن» اذا فازت الجزاثر بکاس العرب لكرة القدم فاني أكون 
عیدا. 

)3( علي يذهب إلى المكتبة أو سالم و فاطمة يذهبان إلى اله‌کتبة. اذا ذهب علي 
الى المكتبة فإن فاطه.4 تذهب إلى المکنبة. إذن» فاطمة تذهب إلى المكتبة. 

(4) إذا تغیب ٣‏ عن دروس المنطق أو تهاون في مراجعة دروسه فإن أحمد 
يرساب أو يطرد من الجامعة. إذا تھاون أحمد في مراجعة دروسه أو رسب 
فإنه سيشعر بالإهانة. لن يشعر احمد بالاهانة وسيتغيب عن دروس المنطق. 
ادن » سیطرد أددد من الجامعة. 

)5( اذا هرب سالم من 259 فانه لیس برینا من التهمة الموجهة إليه أو لن يكون 
آمنا من القبض عايه. إذا کان سالم بعیدا عن مکان الجريمة فانه بریء. اذا 
كان سالم بريئا فإنه سیکرن آمنا من القبض علیه. سالم بعید عن مکان 


الجريمة. إأنء لن يورب سالم من بیته. 
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)6( إذا آقام علي احتفالا»بمناسبة نجاحه فانه نيدعي للاحتفال سمیر وفائزة. 
اذا دعا علي سمير' او فائزة فانه يجب أن يدعي احمد. إئنء اذا آقام علي 


احتفالا بمناسية نجاحه فإنه يجب أن يدعي أحمد. 


ادا واذا كانت صحيحة اعط برهانا صوریا. 
)1( المقدمات 
|B > D‏ ,0 0۸ 18۷ 
النتيجة ۷0 
(2) المقدمات 
(C> A)A(A +B), E > C‏ 
النتيجة B‏ 
(3) المقدمات 
(IMA]L)Ə ]K,]K > ]L, M‏ 
دة K‏ 
(4) المقدمات 
]C, ]A—D‏ 8۷ 0 جه 8) ج م 
النتيجة D‏ 
(5) المقدمات 


A—C,]|CVD, Be D, جہ ط‎ [01۸ ۸ 9( 
A+B النتيجة‎ 
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)6( المقدمات 
(AAB)—Ə>(CV D, (EAB) >A‏ 


(EA B) — (C V D) الذتیجة‎ 
المقدمات‎ )7( 
RƏ>G@ جه‎ X,.,R—(]Z—S),]R—ƏOo,z v ]R 
XV O النتيجة‎ 
المقدمات‎ )8( 
(AAB)>(]D— |C), 8 A 
(E AC) ¬» (D V ]B) النتيجة‎ 


(ي) أعط برهانا شرطيا لكل من صور الحجج التالية: 
)1( المقدمات  K¬+(LVM), N+K‏ 


N— (]L—>M) النتيجة‎ 

(KV IL)+ M,N—M المقدمات‎ )2( 
N—(KAL) النتيجة‎ 

K—(LAM), (NVL) ۸۸۸(0 المقدمات‎ (3) 
K— O النتیجه‎ 


(ك) برهن النتائج التالية من المقدمات وذلك باستخدام طريقة البرهان غير 
المباشر : 


(1) المقدمات ۱1 ,۷) بك ۷م ج ۸[ 
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A V C النتیجه‎ 


۸ جہ‎ (DA E), CV E, ٠-ہم‎ (A۸|D) — لمکماتا‎ (2) 
8 ۸ النتيجة‎ 


3 ۱ اص ` 
)3( المقدمات — 8 0,۸۷[ 8,8 دمن JA—(8—Ə‏ 
النتيجة AAD‏ 


` 


(J)‏ املا نقص المعلومات في كل من البرهانین الصحیحین التالیین: 


)1( 
ارقام أرقا 

السبسب البرهان الخطوط و 
U) 0 (L— M) A(B— A) x ۱‏ 
(مقدمة ب.ش) م LAB‏ 2 2] 

3 و« را‎ M 

4. (B—A)A (L— M) 

5. ñ— A 

6. L 

7 M 

8, BAL 

9. B 

10. A 

li. MAA 

12. (LAB)—Ə (M A A) 
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(2) 


آرقام أرقام 
السیب لبرهان الخطوط المقدمات 
۱ ام[ ميج 1 (۱) 
٧2١ 5 )[] + |G) ۸ )۱۸۸ — G) 1‏ 
(مقدمة ب.غ) م O) 3 K‏ 
IM V LD)‏ 4 
1۸۱۱ .° 
]L— [0‏ .6 
0 ب 1 .7 
]G‏ .8 
0 9 
6۸6 .10 
]K‏ .11 


(م) ترجم إلى لغة حساب القضايا کل من القضایا التالية ثم حدد Las‏ اذا كانت 
متسقة أم غير متسقة. إذا كانت متسقة فعین قیم صدق للمتغیرات القضائية 
بحيث تكون جميع القضايا صادقه؛» واذا كانت غير مسقة فاعطي بر هانا 
صوريا لصيغة متناقضة. 


)1( إذا فسدت الروح حين يموت الجسم؛ فإنه ينبغي أن نخشى الموت. 
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اذا لم تفسد الروح هين يموت الجسم» فان هناك آمل. تفسد الروح حین يموت 
الجسم أو لا تفسد. 

(2)إذا تخرج أحمد علي من الجامعة. فان أحمد أو علي سيحصلان على 
عمل.إذا حصل أحمد على عمل, فان علي لن يحصل. وإذا تخرج علي من 
الجامعةء فان أحمد لن یتخرج. لن يتخرج أحمد من الجامعة ولن يتخرج علي 
من الجامعة» ولكن أحمد أو علي سيحصل على عمل. 

(3)إذا كان b<c sa<b‏ فان ء > > . إذا كان 20 و 00 فان . 
اذا كان 0 + ۾ وع > طء فان ع 2 . ولكن ء > لذا وفقط إذا کان نا > 2 


و © > ط أو .a tb‏ 


: بر هن اتساق أو عدم اتساق كل من مجموعات الصيغ التالية‎ (O) 
K — (L vM) ء‎ K AlL (1) 

> اف‎ M>ə]L: | لاب‎ KA IN(2) 

۸۸۷ ۱۶ Lo [1 » Ke(LvM)« ب۴ا‎ 10۰ 117 (3) 
[۵۷ K)  ]K + (Mv N) + M  N(4) 
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الفصل الثالٹ 
Formal Systems 8 ۱‏ 
الانساق الصوریه لحساب القضايا 
of Propositional Calculus :‏ 
3. 1 الاتساق الاستنباطیة Deductive Systems‏ 
يتكون أي نسق استنباطي من مجموعة من المفاهيم غير المعرفة 
(الأولية) والتي يتم بواسطتها تعریف مفاهیم آخری في النسق, غير أولية 
(معرفة) ومن مجموعة من القضایا يتم تقبلها بدون برهان وتدعی البدیهیات. 
باستخدام المفاهیم المعرفة وغير المعرفة والبدیهیات يتم برهان قضایا النسق 
الاخری والتي تولف مجموعة المبرهنات. والانساق الاستتباطية یمکن أن 
تکون ریاضیة فيزيائية (جزء من الفیزیاء) أو نسق لعلم الحياة' . 
1. مجموعة المفاهيم الأولية Set 01 ۳۲6۲۲۱۱۱۱۷ concepts‏ 
توجد ضرورة لاخذ بعض المفاهيم بدون تعریف. ستوضح هذه 
الضرورة بالمثال التالي: لناخذ تعریف مفهوم (العدد الاولي) وهو (عدد 
صحیح اکبر من 1 ولا یقبل القسمة على أي عدد صحیح موجب عدا نفسه 
والعدد 1). هذا التعریف يريط مفهوم (العدد الاولی) مع مفاهیم أساسية اکثر 
وهي: (عدد صحیح)» (موجب)» (العدد 1) و(يقبل القسمة). إن أي تعریف 
يربط المفهوم المعرف بمفاهیم آخری. بعض او جميع هذه المفاهیم الأخرى 


1Carnap, R.-Introductíon to symbolic logic and its application, Dover publication, 
Inc. 1958. 
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يجب أن تعرف باستخدام مفاهیم أكثر وهکذا دواليك. من الواضح أن عملية 
التعريف يجب أن تتوقف في مکان ما لتجنب هذا التراجم اللانهائي أو أن 
نقضي کل وقتنا معرفین مفاهیم آکثر واکثر ولن نستطیم ¿U‏ أية نظرية. 
إذزن» يجب ترك بعض المفاهیم بدون تعریف وهذه هي المفاهیم الاولية. أما 
تحدید أي المفاهیم نعتبرها أولية فهي مسالة اختيارية تخص واضم النسق: 
أي أنه حر في اختیار مفهومه (أو مفاهیمه الأولية). 
2. مجموعة البدیهیات Set of Axioms‏ 

إن بناء النسق الاستتباطي يحتم أيضا عدم الاستمرار ببرهان قضية 
بواسطة قضية (أو قضايا) أخرى وهكذا دواليك. لتجنب هذا التراجع 
اللانهائي يجب تقبل قضية (أو قضايا) بدون برهان ونسميها البديهيات. أما 
تحديد أي القضايا نعتبرها بديهيات فهي مسألة اختيارية تخص واضع النسقء 
أي أنه حر في اختيار بديهياته ولا يعود هذا الاختيار إلى وضوحها بذاتها 
كما يعتقد البعض عن جهل. إن العديد من الأنساق الاستنباطية تبدأ بمجموعة 
بديهيات مختلفة عن بعضها البعض. 

لقد ظهرت أنساق استنباطية لاإقليدية استعملت نفي بديهية إقليدس 
للتوازي بديهية لها. فلقد قام العالم الروسي لوباتشفسكي والهنغاري بولياي في 
بداية القرن 19 بوضع النسق اللاإقليدي المسمى (هندسة القطع الزائد). نفس 
الشيء حدث بالنسبة إلى العالم ريمان الذي وضع نسقا هندسيا لاإقليديا آخر 
هو (اليندسة الإهليجية). 
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2.3 النسق الصوري Formal System‏ 
لقد كانت عملية الاشتقاق هدفا لدراستنا في الفصل السابق ومن أجل 
ذلك قمنا بترجمة القضایا إلى اللغة الرمزية لحساب القضایا وذلك من أجل 
در اسة العلاقات فيما بینها وهما علاقاتي (ینتج) و(یکافی). کذلك قمنا بترجمة 
الحجج إلى نفس اللغة الرمزية للحصول على صورها حتی تکون عملية 
تحدید صحتها ممكنة وسهلة المنال باستخدام جداول الصدق اولا ثم باستخدام 

البر اهین الصوریه. 
إن ما سنقوم به الآن هو بناء نسقا استنباطیا صوریا ونقصد بصوریته حالة 
استخدام الرموز التي ليس لها أي معنی. الفرق بين النسق الاستنباطي 
والنسق الاستتباطي الصوري (اختصارا نقول (النسق الصوري)) هو أن 
المفاهیم الأولية للنسق الصوري تکون رموز لیس لها أي معنىء أي آنها لا 
تحمل أي محتوی. آما بدیهیاته فهي صيغ نتکون حسب قواعد معينة ولا تمثل 
قضایا أبدا. كما أن مجموعة مبرهنات لنسق هي صيغ ایضا. 

تظهر الأهمية الحاسمة للانساق الصورية فی المنطق اذا علمنا أنه 
ما لم يبن المنطق کتسق صوري فانه يكون من المستحیل على المنطق أن 
يبلغ هدفه. وذلك لعدم وجود طريقة آخری (غير بناءه کنسق) لتحدید فیما إذا 
كان المنطق ¿UG‏ أي أنه يحوي کل الصیغ الصادقة دانما وكذلك فیما 13 کان 


مسقاء أي يحوي أو Y‏ يحوي صيغة ونفيها معا [. ان در اسة الانساق 


] Hackstafl, L.H.-Systems of Formal Logic, D.Reidel publishing Co.Dordrecht-Holland, 
1966, p.11. 
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المنطقية تعتبر من المهام المركزية للمنطق 1 سندرس في هذا الفصل نستقا 
دا شبات اتا سھیت لتا s pakaq‏ 
مکونات النسق الصور ي 

یکون النسق الصوري معرفا ودلك بتوفر ما يلي : 
)1( رموز النسق (أبجدية النسق). 
)2( صیغ هي عبارة عن مجموعة نهائية من تتابع لرموز النسق. یمکن 
تصور هذه الصيغ مثل کلمات وجمل لغتنا الصورية العادية. 
(3) مجموعة جزئية من الصيغ في (2) نسميها البديهيات. 
(4) مجموعة نهائية من قواعد الاشتقاق. قواعد الاشتقاق هذه تمكننا من أن 
نقرر فيما إذا كانت صيغة معلومة تنتج (تشتق) من مجموعة نهائية من صیغ 
معلومة أخرى. 
3. 3 النسق الصوري م 
مكونات النسق الصوري P‏ 
يكون النسق الصوري لحساب القضايا P‏ معرفا وذلك بتوفر ما يلي : 
(1) رموز لانهائية للنسق (أبجدية النسق) وتتکون من : 
(i)‏ الحروف ...,ر),۸,۳ وهذه الحروف ودلائلها... ,ر8 B),‏ ,... ,وھ ہ۸ 
وندعوها المتغیرات القضائية. الرمزان | , ج وندعوهما الرابطین الاولیین. 
(ب) الرمزان (s)‏ وندعوهما قوس الاغلاق وئوس الفتح على الترتیب. 


Haack, S.-Philosophy of logic, Cambridge University Press, 1999, ch. 1. 
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(2)مجموعة الصیغ التي تتکون حسب القاعدتین : 
(أ)المتغيرات القضائية في )1( تكون صیغا. 
(ب)إذا كانت » , 8 صیغتان فان | Bs‏ — » صيغتين کذلك. 
تستخدم الأقواس بنفس الطريقة الموضحة في قواعد بناء الصیغ التي 
مرت بنا 
(3)مجموعه بدیهیات النسق P‏ 
یوجد عدد لانهائي من البدیهیات وهکذا فلن نستطیع کتابة قائمة البدیهیات 
لكا ستتعيتيا ادتاه بر اسطه 255 اشكال دة : 
13 كانت ©  ,](,‏ أية صيغ فان الصيغ التالية هي بدیهیات النسق P‏ : 
شكل بديهية 1 (۸۱) 
رم (D—>‏ جہ 4 .1 
شکل بديهية 2 ((]ھ) 
(B— v )) —((@ — B) — (e + v)‏ ج ).2 
شکل بديهي 3 (Ax)‏ 
o) >p)‏ جح 6])) > رواجم |).3 
(4)قواعد الاشتقاق 
قاعدة الاشتقاق المستخدمة في النسق P‏ هي قاعدة الوضع فقط : من 


© و8 ج 0 نشتق B‏ حیث أن ۰0 B‏ أية صيغتان من .P‏ 


١ — Axiam Schemes 
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إن سبب اقتصارنا على الرمزین | , ج في P‏ هو جعل اللغة 
الرمزية للنسق P‏ اکثر سهولة وحتی تكون مجموعة البدیهیات و/او قراعد 
الاشتقاق موجزة. DU‏ نحن أدخلنا الرمز ۷ في رموز النسق فانه سیتوجب 
علینا أيضا ادخال بدیهیات لتتحکم في هذا الرمز ولتکشف علاقته مع الرمز 
ج بوضوح. 

إن مجموعة البدیهیات اعلاه ليست هي المجموعة الوحيدة فیمکن 
اختیار مجموعة بدیهیات أخرى ولکنها مناسبة من أجل برهان مبر هتتي 
الاستنتاج و التمام كبيرتي الاهمية. سنبین آدناه الطبيعة الاستتتاجية لنسق . 
تعریف 

(البرهان) في النسق P‏ هو منتالية منتهية من الصیغ : 
م و ..., 02 و 01 حیث أن أية صيغة :0 هي بديهية أو صيغة مشتقة من 
الصيغ التي تسبقها فی المتتالية ودلك باستخدام قاعدة الوضع. هذا البر هان 
هو برهان الصيغة ۾ » في النسق P‏ وتسمی م0 مبرهنة النسق 2. 

اذا كانت المتتالية المنتهية م © , ..., OQ‏ , » برهانا في النسق P‏ 
و K> n‏ فان المتتالية ,© , ..., ده , 0 تكون أيضا برهانا في النسق P‏ 
لأنها تلبي تعريف (البرهان) وهكذا تكون k‏ 0 مبرهنة في الئسق (. أن هذا 
يعني كذلك أن كل بديهيات النسق P‏ هي مبرهنات فيه؛ حيث يكون برهان 
كل بديهية من P‏ عبارة عن متتالية ذات حد واحد هو البديهية نفسها. 
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اذا كانت 1 هي المجموعة المنتهية من الصیغ ( م 0 , ..., 2ك , 0۱ ) فاننا 
تکتب ۳۵ء 9 , ..., 2 ,به عوضا عن سس(  „‏ , ...ى وة , ر 
للاختصار. اذا كانت ۲ هي المجموعة الخالية ۵ فان : 

B‏ -] ۸ لذا وفقط اذا كانت ۵ مبرهنة. وعادة نحذف الرمز ۵ ونكتبم8. 
وهكذا فان 2 | يعني أن 8 س|مبرهنة. نشیر إلى أن الرمز-| لا ينتمي 
إلى رموز النسق ‏ وهکذا فان أي تعبير يظهر فيه هذا الرمز لا يكن جزءا 


من P‏ فمثلا 8 —| قضية حول P‏ وهي أن الصيغة 8 من مبرهنات .P‏ 


)5( المبرهنات 
مبرهنه 1 : وزو اية صيغة 
الخطوط 
بديهية حسب +e) (A)‏ ») ج((مجم )+م))ج(رمج روج )) ج ) l‏ 
بديهية حسب (,۸) (مجہ (مجم))ہم 2 
الوضع 2 ۶ (م — )ر((وجك )ج @( 3 
بديهية حسب (,۸) (وبو )جه 4 


وذلك بالتعويض عن © بسه وعن B‏ ب 0 ج 6 وعن لاب 6 في و۵ 
وهكذا فان هذه الصيغة هي احدی حالات ب۸. أما الصيغة رقم 2 فعد حصلنا 
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علیها وذلك بالتعویض عن G‏ ب ك وعن B‏ ب 0 — 0 وعن اب 0 في 
۸۱ وهكذا فان هذه الصيغة هي إحدى حالات ,۸. 
سنبرهن الأن أولى ما وراء مبرهنات" P‏ حيث آنها لا نتتمي إلى 
مبرهنات P‏ ولها مفعول قاعدة اشتقاق. إنها (مبرهنة الاستنتاج) التي غالبا ما 
سنستخدمها في برهان مبرهنات اللسق ۲. وللتوضیح نقول بأننا غالبا ما نقوم 
في الرياضيات ببرهان : إذا كان © فان ۵ وذلك بیرهان B‏ انطلاقا من .0. 
مبرهنة الاستنتاج 9 The Deduction‏ 
إذا كانت [-(م] ب ۲ فان 8 ج —a‏ ٣ء‏ حیث ان ٤‏ و B‏ 
صیغتان من P‏ و ] مجموعة من صيغ ۰۳ ۲ يمكن أن تكون خالية. 
البرھان : سيكون هدا البرهان بو اسطة الاستقراء”. 
الخطوة القاعدية : نفرض أن متتالية البرهان نتکون من حد واحد. هذا الحد 
يكون B‏ نفسها وهکذا فاما أن تکون B‏ من بدیهیات ۴ أو أن ۵ عنصر في 
٥٥)‏ ناب 
الحالة 1 
اذا كانت B‏ إحدى بدیهیات 2 فان برهان B‏ ج oa‏ 1 یکون 


كالتالي : 


١ _.Metathcorms 


608 ۔ 2 
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البر هان 


بديهية l 1 P‏ 
434233 حسب ۸۱ (8ج») + ۵ 

الوضع 1,2 0ب oa‏ 3 
وهکدا برهنا : r— + p‏ 


الحاله 2 


ادا كانت 1 © 8۵ فان برهان ]<- 2 من ] يكون کالتالی : 


البر هان 
بديهية حسب ۸۱ (a —B)‏ +0 2 
الوضع 1.2 اه 3 


الحاله 3 

اذا كانت B‏ هي 0 فانه حسب الميرهنة 1 لدینا ۵ ج نإ الذي 
یصلح لبرهان U‏ ج ن من ] وهنا أيضا لدینا وب مس ] و هکذا 
نتتهي الخطوة القاعدية. 

لنفرض الآن أن برهان B‏ من [e]‏ نا [ هو متتالیة عدد حدودها 
0 حیث ‏ >1 وأن مبرهنة الاسنتتاج تصح من أجل کل صيغة y‏ التي یمکن 
برهانها من [ 66 ن ۲ عن طریق منتالية عدد حدودها اصغر من 0. هنا 


توجد أربع حالات يجب آخذها بعين الاعتبار : 
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الحاله 1 
8 هي احدی بدیهیات 8. نبرهن 8 ج » ا ] كما في الحالة l‏ 
اعلاہ تماما. 
الحاله 2 
۲ 8 . هنا أيضا برهن 8 ج یس كما في الحالة 2 أعلاه تماما. 
الحاله 3 
B‏ هي ». وهنا أيضا كما في الحالة 3 اعلاه تماما. 
الحاله 4 
لحصول على ۵ يتم من صيغتين سابقتین لها في البرهان وبتطبیق قاعدة 
الوضع. هاتان الصیغتان يجب أن تکونا على الشکلین و Ë‏ + 7 وکل 
صيغة من هاتين الصيغتين يمكن برهانها من o]‏ نا ۲ بواسطة متتالية عدد 
حدودها أصغر من ہ. في کل حالة إحذف حدود المتتالبة الجزئية من متتالية 
البرهان الاصلية وما تبقی هو المتتالية المطلوبة (راجم تعریف (البرهان)؛ 
الفقرة التانیة). 
عندنا ۷ سا | [a‏ ں ۲ و 8 ج )10 وبتطبيق فرضية 
الاستقراء نحصل على: * ج مهماو(8 > (y‏ جه Ta‏ 
إن البرهان المطلوب إلى (ا<- © من 1 يكون الان كما يلي : 
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برهان Y‏ — من ] 


برهان —(Y—f)‏ ي من ] 


L به‎ 


بديهية حسب ر۸ B)‏ — )جج( ج Ə(—B)SG(G‏ م) L+1‏ 
الوضع !+ ,ا B)‏ — )+( جد (a‏ 2 + را 
الوضع 1+2 L+3 qa +8 k,‏ 


وهكذا نحصل على ج هم ١‏ في الحالات الاربع. 

سنقوم الان ببر هان عكس مبرهنة الاستتتاج : 

ذا کان 0ب = ا r‏ فان To | [ ٢-8‏ حيث مر D‏ 
صیغثان من ۰۳ آما ] فمجموعة من الصيغ من P‏ (و يمكن أن تكون خالیة). 

البرهان : هنا عندنا برهان + » من ٢‏ ونرید برهان Ë‏ من 


| »أب ۲ کالثالي 


برهان 8 ج من ] 


K a — 8 
K+1 یت‎ roa | عنصر من‎ 
1 +2 p k,k + 1 الوضع‎ 
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نستخدم مبر هنة الاستنتاج كقاعدة اشتقاق في البرهان التالي : 


ميرهنة 2 وج مسج م ,8 ج بن 
البرهان 
: 7 0 0 
° ۷+ 0 2 21( 
(مقدمة مبر هنة الاستنتاج) م 0 3 31 
لوضع 1,3 Í p‏ )1.3( 
مبرهنة الاستنتاج 3,5 زج u‏ 6 (1,2) 


لقد برهنا على الخط 5 الصيغة Y‏ من المقدمتین الاصلیتین 1,2 ومن 
مقدمة مبرهنة الاستنتاج المضافة 3. وعلی الخط 6 ویاستخدام مبرهنة 
الاستتتاج كقاعدة اشتقاق تم برهان Y‏ ج » المطلوبة من المقدمتین 
الاصلیتین 2,1 فقط, 

نشیر إلى أن مبرهنة 2 هي قاعدة الاشتقاق القياس الشرطي والتي 


سنستخدمها فى بر هان المبرهنات اللاحقه. 


مبرهنة 3 ےم اع yp,‏ ج 8) جه بن 
البرهان 

¢1} 1 6 ج-‎ (B + «( ° 

429 2 p ° 

(مقدمة مبرهنة الاستنتاج) م a‏ 3 43$ 
الوضم 1,3 D> Y‏ 4 41.35 
الوضم 2,4 Y‏ 5 41,23 
مبر هنة الاستنتاج 3,5 ج 6 41,27 


— 
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ےه رم نیا + C‏ 


مبرهنة 4 وب و | | 


اثبر هان 

بدیهیه حسب (a> o) As‏ جر[ (hl‏ 
مبرهنة 1 ناكم 
مبرهنة 3 1,2 +( | (a>‏ 
بدیهیه — lo) A,‏ | ج )جا | 
القیاس الشرطي 3,4 lu+a‏ | 

مبرهنة 4 هي أحد أشكال قاعدة الاشتقاق النفي المزدوج. 

مبرهنة 5 a‏ || > ها 

البرهان 

بديهية حسب ((]]u—o)— ll) As‏ جرم (Ta‏ 1 
مبر هنه 4 Tia la‏ 2 
الوضع 1,2 lla‏ +-(ه‌جم|||) 3 
بدیهیه حسب Ay‏ (جبم [| )به 4 
القیاس الشرطي 3,4 امه د 


المبرهنة 5 هي الشکل الآخر من قاعدة الاشتقاق النفي المزدو ج. 


مبرهنة 6 (a — B)‏ ج ما ا 

البر هان 
(مقدمة مبر هته الاستتتاج) l k P‏ 
بديهية حسب ۸ (ه مب ()|) جي 3 
(B— kb) A a‏ جا 4 
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سم S LO‏ ۸ ہا ی 


صما C.‏ — ون يي 


© سس 


حم LO‏ نیا څ % یج رہ 6۵ 


0ج0 
۵ +10 
o—( Bo)‏ +-6]) 
(B—o)>D‏ 
p‏ 
نه 
B)‏ — ) ب k‏ 


(مجےم) م b)‏ جو م 


البر هان 
|| — 0 
(م(هم 0( )) b=‏ بو[ ) 
(ه ج-(| ) ج 
(] م(هج-1|) 
بې 


l)—(a—D)‏ ج-(|) 


2,9 هنه الاستنتاج‎ yta 


مبرهنة 7 


لوضع 2,] 
القياس الشرطي 3,4 


المبرهنة 7 هي أحد أشكال قاعدة الاشتقاق عكس النقیض. 


]B— la)‏ ( ج (مجم) سا 
البر هان 


(إجن 
OY 0‏ 1 1 
0 بو | | 
0-8 
0 |[ جآ 
(ہ |+-1۵)<(ع 1| +( 
0ج ] 
lo)‏ —8]( ج-(جم) 
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مبرهنة 8 


(مقدمة مبرهنة الاستنتاج) م 
مبرهنة 4 

القياس الشرطي 1,2 
مبرهنة 5 

القياس الشرطي 3,4 

7 هنه‎ xa 

الوضع 5,6 

مبرهنة الاستنتاج 1,7 


سم نع لما ۵ ہا CA‏ یہ ÇO‏ دك 


هم سے سم 
3 سه 2 


المبر هنة 8 هي الشکل الآخر لقاعدة الاشتقاق عکس النقیض. 


((قجےمہ)] ج-8|) جی سم 


بتطبیق مبرهنة الاستنتاج مرتين على قاعدة الوضع : 
ما 0-0 ,© نحصل على (مج(م جى))ج دن سس 


البر هان 


( +( جیم)) 0 


((مجم) ¬8 )جرم ج رمج ى)) 
Ko—B))‏ ج-6ا )به 


—(a—B)— ((bhi>B)—>D) 
البر هان‎ 

ای 

8ج 

(ه | ج-ع | ) ج(م+م) 

مب 1 

(ها ج6 )جب(مجمم() 

]ہما 

(B> lo—((- l) 0) 

(|+ (¬+ 


0 
رمحا )ررقصم) 


شڅب((امما) ا| جم 
(مج(۵مها|) ¬( 8+ | 
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تطبیق مبرهنة الاستتتاج مرتین 
علی الوضع 

عکس النقيض 

القیاس الشرطي 1,2 


مبرهنة 10 


فرضية مبرهنة الاستنتا ج 
مبرهنة 8 

الوضع 13 

مبر هنه 8 

الوضم 2,5 
بديهية حسب و۸ 
الوضع 6,7 
الوضع 4,8 

1-9 

مبرهنة الاستنتاج 10 
مبر هنه الاستتتاج 11 


4.3 استقلال الاشکال البدیهیه للنسق Independence of P‏ 
Axiom schemcs of system P‏ 
نقول عن الاشکال البديهية لنسق ما بانها مستقلة إذا كان من 
المستحیل برهان أيا منها من الاشکال البديهية الأخرى باستخدام قواعد 
اشتقاق النسق. ولکنه لن یکون عملي محاولة برهان استقلال شکل البديهية 
الاولی ,۰۸ مثلا من النسق P‏ وذلك بفشل (مكانية برهانها من الاشکال 
البديهية الاخری. ولهذا فسنتبع ما يلي : 
لتکن شکل البديهية An‏ هي المطلوب برهان استقلالها عن الاشکال 
البديهية الأخرى. اذا أمكننا تبيان أن الاشکال البديهية الأخرى تمتلك صفة 
تركيبية! معينة تحافظ عليها قاعدة اشتقاق النسق وكانت ۸ لا تمتلك هذه 
الصفة فان Ax‏ تكون مستقلة عن الأشكال البديهية الأخرى للنسق ۲. ذلك 
أنه لو كانت شكل البديهية An‏ غير مستقلةء أي أنها صيغة يمكن برهنها من 
الأشكال البديهية الأخرى بتطبيق قاعدة اشتقاق النسق» لوجب أن كل صفة 
تتصف بها الأشكال البديهية الأخرى وتحافظ عليها قواعد الاشتقاق» تتصف 


بها م۸ كذلك. 


وعليه فسنجد مجموعة M‏ من الأعداد الطبيعية» ثلاثة أو أكثر 
وسنختار منها عددا معينا نسميه القيمة الممتازة تكون قيمة دائمة للأشكال 


البديهية المغايرة إلى ,۰۸۵۸ كما أن قاعدة الاشتقاق (الوضع) تحافظ على هذه 


! - Syntactic 
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القيمة الممتازة ومع ذلك لا تكون هذه القيمة الممتازة قيمة دائمة إلى مركل. 
وإدن تکون ۵۷9ھ مستقلة. 


إن هذه الطريقة المتبعة في برهان الاستقلال هي تعميم لطريقة 
جداول الصدق في حساب القضایاء حيث نكنفې بقيمتين T‏ و ۴. كما ان 
القيمة الممتازة هنا تقابل القيمة T‏ في جداول الصدق هذه. (سنسمي الاشكال 
البديهية التي تأخذ القيمة الممتازة فقط بالصحيحة). 
1. برهان استقلال شكل البديهية ,۸ عن رھ و وه 

البرهان 

لتكن )0,1,2( = 1۷ ۰ ولتكن القيمة الممتازة هي : 0. 


سنعرف الرمزين | و ج حسب الجدولين التالیین : 
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الجداول آدناه تببن أن A,‏ و رھ تأخذان | 


نيا 
ص‫ 


4 الممتازة 0. كما أن 
(أو أنها تحافظ على الصحة) 


ú 


الاشتقاق الوضع تحافظ على 


لأنه اذا خنت کل من K > L‏ و K‏ القيمة الممتازة 0 فیجب أن تاخذ K‏ 


مده امد 


هذه القيمة كما يبين جدول تعریف جه اعلاه. (سنستخدم حالات من 


A2, As‏ ,ر۵). 


A2 
(K—Ə(L—M)) ¬((K2L) Ə—>(K—M)) 


Aı 


K + (L—K) 


© © © بب یىی وب و ته @ ه‎ O — O 
سم‎ Gq تت لبم — یىی بح — ی لخ — رت‎ = 
پم‎ cq cN م هت یہ‎ O COON AN یم بح‎ 
@ ېم پم پم — — نہ ہ‎ O O O — سم‎ 
N یم بح ہہ‎ O O O هم بت‎ © © © 
ں ات‎ O سم سم سم ہم ہم یی یىی © تب‎ 


0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 


— وح پم مم ب نم ټ و بت 
بت ت ہہ © ۹ہ ېم O‏ یہ ټيټ 
لح سم O =< ۲ O‏ لج — ت 
9 © ېم ته وی O AN O‏ 
ېم N‏ لم سس يم = ټ ث2 2 


= ہہ ت O O‏ لہ لم G‏ سم ہہ = ین Cq O O‏ ېم لح — — مس ت نین 
O 2‏ یب O OO‏ یب O‏ یم N‏ پم بم دم یم یہ GCN‏ یہ یم ړم بم @ @ 
ټم cq‏ بحم N‏ یہ ہے سم سم سم ہے سم — بب نت یىی هته © ه ته ه کي 


© © ته‎ O O O oe وک‎ O 


cq 


O — cq O — سرت لح‎ 


لم ېم 6 6 ت ه © 2 ته 


لم6 


w 


سم سم ت بت O‏ بح CN‏ ړم 
© تب ن 2 O‏ پم cN‏ بم 


ہم مس NO‏ ےہ اهم به O — aqa‏ بح — نج ېم ان یہ — تن یہ نت پم بے 
o‏ ه ه ه ۰ 5 ه ہ ه نہ یہ ہ ېم ېم ہ نہ یم یہ یہ q O‏ یہ O‏ بم يم 
یم یہ q‏ بم q‏ لہ q‏ لحم پم — — — — — — — — ہم @ و و و و ههت ہ 
5 نم ه ه ه هه ۰ ه ٥ه‏ ه ه ۰ ٥‏ ه ه یم په Oe‏ و نه نه وه ه ہ ه ہ 


ل N cN‏ مم 
o‏ © ت ه 
N ۷‏ ہم ړم 
وب یب © ۵ 
cq‏ ہم cq O‏ 
2 هت © O‏ 
حم CY CN‏ — 
تن © © ۵ 
ټم بح ہم N‏ 
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ھم 
= 


سے — ن = = سه رہ سا 
سح تت رون ہے روات مرن 
| دم ده يم یم ڼم یم یم یم ه 
— — مم — — ماو ہہ 
و ه ه و ہ وه ه ه ه 
مرب O‏ — مہم نمی پس ندا ںی 
© نے GI‏ م O S‏ — دم 
tS‏ یم ہ یم ير یم يب ته ہب 
OOO‏ ہر نے ہے رم يمر يم 
نہ ه نہ ہ ه ہ ه ںہ ہ 


نلاحظ أن ,۸ تاخذ القيمة 2 بالاضافة إلى القيمة 0ء وذلك عندما 
تاخذ K‏ القيمة 0 و L.‏ القيمة 1ء بينما تاخذ به و ۸۱ القيمة 0 دائما. 
2.برهان استقلال شكل البديهية رھ عن إلى و رھ 

البر هان 

لتکن (0,1,2 ) = M‏ ء ولتکن القيمة الممتازة هي : 0. 


سنعرف الرمزین | و - حسب الجدولین التالیین : 


الال ایتا 
فا لم ار 
اا 2 
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بإنشاء جداول رھ ,۸ ,۸۱ نجد أن رھ و وھ تاخذان القيمة 
الممتازة 0 دائما (صحبحتان). كما أن قاعدة الوضم تحافظ على الصحة 
بینما نجد أن و۵ تاخذ القيمة 2 پالاضاقة إلى القيمة 0ء وذلك عندما تاخذ K‏ 
القيمة 0ء L‏ القيمة 0 و M‏ القيمة ۰1 إذن A.‏ مستقلة عن م۸ و ول 
3.برهان استقلال وھ عن إلى و رھ 

البر هان 

سنستخدم طريقة أخرى في البرمان. لتکن A*‏ هي شكل البديهية 
الناتج من الشکل ۸ بواسطة حذف جمیم رموز النفي | من 4. وهکذا فاذا 
كانت ۸ هي K‏ أه 1 [ فان ۸ هي L + K‏ لنسمي ۸۴ بالشکل 
المرافق إلى 4. إذن : 
|.الأشكال البديهية المرافقة لكل من ,۵ و د4 تكون صيغة تکرارية: حيث 
أن ۸۱ هي نفسها ۵,۳ و و۸ هي نفسها *ر۸. 
2 قاعدة الوضم تحافظ على تكرارية الاشکال المرافقة لأنه إذا كانت 
(K—L)*‏ و ٭کا صیختان تکراریتان فان *,] تکون صيغة تكرارية (لاحظ 
أن (K—ƏL)*‏ هي K*—L*‏ ). ونستخدم مبرهنة سابقة : قاعدة الوضع تقود 
من صيغتين تکر اریتین إلى صيغة تکر ارية آخر ی. 
3.الشكل البديهي المرافق "رھ ليس شكلاة عکراریا, ذلك أن 
(L—> K) —((L—K) —L)‏ ليست صيغة تكرارية. وبالتالي فان رھ مستعلة 


عن ,۸ و .À‏ 


من المستحسن توفر هذا الشرط في مجموعة بدیهیات النسق وذلك 
لانه اذا لم تكن المجموعة مستقلة» أي إذا امکن اشتقاق واحدة منها مثلا من 
البدیهیات الاخری فانها تكون بديهية زائدة؛ لأنها بذلك تصبح صيغة مشنقة 
(مبر هنة) من بقية البدیهیات وبذلك تکون بديهية زائدة. في هذه الحالة یصعب 
الفصل بين قائمة البدیهیات وقائمة المیر هنات. أما من الناحية المنطقية فلا 
حرج من عدم توفر شرط الاستقادل. 
3 تمامیة النسق Completeness of system P P‏ 

بشکل عام» نقول عن نسق ما بانه يتصف بالتمامية الدلالية إذا كانت 
کل صيغة تكرارية یمکن البرهان علیها فیه. وبالرموز تکتب 

وم + »ا 

النسق ”1 يتصف بالتمامية ولبرهان ذلك سنقوم اولا ببرهان المبرهنة 
التالية : 

إذا كانت 0 و اجه صیغتان تكراريتان فان D‏ تكون صيغة 
تكرارية أيضا. 

نستطيع صياغة هذه المبرهنة كالتالي : 

قاعدة الاشتقاق الوضع تقود من صيغتين تكراريتين إلى صيغة 


تكرارية أخرى. 
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البرهان 

لنفرض © و مجن صیغتان تکراریتان. اذا أخذدت ۵ القيمة ۴ 
لتعيين قیم صدق المتغیرات القضائية في © و 8ء وبما أن » صيغة 
تكرارية فان © تأخذ القيمة ۲ ويالتالي فان جه سناخذ القيمة ۴ لهذا 
التعيين وهذا يناقض فرضیتتا بأن ه0 صيغة تكرارية. وهکذا فان ۵ لا 
یمکن أن تأخذ القيمة ۳. 
الان سنبرهن المبرهنة التالية : 
مبرهنة الصحة theorm‏ 501111055 
كل مبرهنة تكون صيغة تكرارية. 


رمزيا نكتب هذه المبرهنة على الشكل لعجن ا 


البرهان 

نستطیع التحقق من أن كل بدیهیات ‏ صيغ تكرارية وذلك بواسطة 
جدول الصدق وهي كذلك ویستطیم القاری التحقق من ذلك. وبما أن قاعدة 
الاشتقاق الوضع نقود من صيغ تكرارية إلى صيغ تكرارية أیضا حسب 
لمبرهنة أعلاه» فإذن کل مبرهنة من P‏ تکون صيغة تكرارية. 
سنبر هن الان المسالة التالية : 
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المساله 1 

لتکن 8 أية صيخة ولتکن ,۸ ,...,۸2 ,۸ هي المتغیرات القضائية 
التي تظهر في ». من أجل تعيين 1 معلوم لقیم صدق ۸٢‏ ,...,۸2 ,رش 
لندع ۸ تکون رھ اذا آخذت رلك القيمة T‏ ولندع ر ۸ تکون ز۸ | إذا 
أخذت ر ۸ القيمة ۳. لندع 0 تکون 0 إذا آخذت © القيمة T‏ حسب التعيين؟. 
ولندع 0 تکون 0 | إذا آخذت 0 القيمة ۴ ۱۰ 

A GA ۰ Axa 

ومن أجل توضيح أهمية هذه المسألة سنعطي المثال التالي : 
لتکن © هي As‏ ج (یهب-,۸ا) . انن في كل سطر من اسطر جدول 
صدق © فان المسالة تقرر صحة 8 علاقات اشتقاق بالنسبة إلى .0. 


جدول صدق الصيغة À,‏ ج (رهجبرها) یکون كما هو مبین أدناه : 


T T الاق ااا‎ T | 8 
Í 


المسالذ تقرر العلاقات التالية في كل سطر من الاسطر 
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[ السطر الأول . 

۸ ج رزيم هر 4سا A2, As‏ ]ص۸ 
2-السطر الثاني : 

As)‏ وب (ږ ۵ب ۱۸۱۲ )) تا ب[ A,‏ وم 
3-السطر الثالث : 

As‏ جح (ی۸+-1۸)۔)| As‏ ,42ا ,ر۸ 
4-لسطر الرابع : 

Ay, A», 1۸, ] ج (ومجرها)‎ As ) 

5-السطر الخامس : 

ہج۸ر — ( ۸د ,ماس 43 ,رھ ,رھ ] 
6-السطر السادس : 

] د1۸ یھ وه‎ ٣٢ (يمجرهل)‎ — Ag) 
2 7-السطر السابع‎ 

۸3 رچ (یم مرها | ۸ ۳۳ Av,‏ ۱ 
8-السطر النامن : 

دم ل (یدب‌,ها )| JA;‏ ,4 بم[ 
الان سنقوم ببرهان المسألة | : 
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البر هان 

سیتم البرهان بواسطة الاستقراء على عدد n‏ لظهور الرابطين | 
و <- في 0. 
|.خطوة قاعدة الاستقراء (0 = (n‏ : في هذه الحالة تكون الصيغة 0 متغير 
واحد غير منفي ,۸ . وهكذا فان المبرهنة ستتحول إلى ۸۱ )۸ بالنسبة 
إلى الحالة التي يعين فيها 1 القيمة T‏ إلى ۸۱ (نعني بالنسبة إلى سطر جدول 
الصدق التي تكون فيه قيمة اله هي ۲). كما أن المبرهنة ستتحول إلى 
,1۸۳-۸ بالنسبة إلى الحالة التي يعين فيها 1 القيمة ۴ إلى ۸. 
2.خطوة الاستقراء : لنفرض أن المبرهنة تصح لكل صيغة 0 تحتوي على 
عدد لظهور الرابطين | و + أصغر من n‏ (هذه هي فرضية الاستقراء). 
ولنبرهن أنها تصح بالنسبة لكل صيغة في » ذات العدد 5 لظهور الرابطين 


المذكورين. 
الحاله 1 


» هي | ء حيث تحتوي الصيغة 8 على عدد لظهور الرابطين 


| و ج أصغر من ۸ . 
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الحاله 2 
» هي vy‏ — 8 حيث تحتوي کل من 8 و 7 على عدد لظهور 
الرابطین | و ج أصغر من . إذن حسب فرضية الاستتراء یکون 
۵ -س Av, Aa...‏ و سا رھ ص۸ 
عند در استنا للحالة 1 نواجه الحالتین التاليتين : 
الحالة 1 أ) 
1 8 صادقة حسب I‏ وإذن 0 تكون كاذبة حسب 1 وبالتالي 8 هي ۵ و 0 
هي » | . بواسطة فرضية الاستقراء المطبقة على 8 يكون لدينا 
۵ )٢ه‏ ...وه و۸ 
الأن وبواسطة المبرهنة 5 B)‏ [ | جم ) وقاعدة الوضم یکون : 
At... A« |7118‏ ,۸ 
ولکن ]| | هي ؛ه . 
وهو المطلوب. 
الحاله 1 ب) 
8 كاذبة حسب 1. وإذن 0 صادقة حسب 1 وبالتالي ۵ هي 2 | وه 
هي 0 . بواسطة فرضیة الاستقراء یکون لدینا 
A A ۰ , A |8‏ 
ولكن ۵ | هي 0 . وهو المطلوب. 
الآن» عند در استنا للحالة 2 نواجه الحالات الثلاث التالية : 
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الحالة 2 1 ) 

8 كاذية حسب I‏ 

الحاله 2 ب) 

] صادقة حسب‎ y 

(g 2 الحاله‎ 

8 صادقة حسب 1 و ۷ كاذبة حسب ] 
سندرس کل من الحالات اعلاه. 
الحالة 2 ۱ ) 

. ] كاذنبة حسب‎ B. 


إنن 0 تکون صادقة حسب 1 و '8 هي 6 | وه هي » . اذن 


At... Ax ۳8‏ ,۸ 
ولکن حسب المبرهنة 6 ( ۷ ج 8 ) ج 8 | وباستخدام قاعدة 
الوضع : 
B> ١‏ ا A'2,..., A'v‏ د 
ولكن y‏ ج ۵ هي 0۶ . 


وهو المطلوب. 
الحاله 2ب) 


7 صادقة حسب [ . 
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اذن : 
! 
هي | 
حسب | | قاعدة 
۲ ستخدام 
| ظ b‏ 
3 لبديهية )1 (A‏ ود 
تایب ۳ 
ا 2 A ; Y‏ 
Y )‏ : ۱ ۱ 
۱ 29۰ 
| :9 
> ام 
۱ ۱ + ۵ 
الوضع 1 ۷ | 
اد« B‏ هي 0 
۱ هي ٦‏ 
š ۱ .‏ ۱ 
7 كاذدية حسب I‏ 7 
۱ 0 و ۷ دادد 1 
| حسب [ 0 
صاد 45 - حسبے ۱ ۱ ۱ 
A ü ۱‏ ۳۹ المبر هنه 9( 
Á ' 0‏ و حسب المد 
۱ ۱ ۰ 
i‏ ب ۵ ( 
(]y— |) ñ‏ ۱ 
1 ۵ وا 
29٠ |‏ 
| الم . 
لکن | 
۷ 1 5 
قاعدة الو 
0 . 
هي 
لکن v)‏ )1 
۱ ې٣‏ 
وهو 
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Completeness tlheorm مبرهنه التمامية‎ 

إذا كانت أية صيغة 0 من النسق P‏ تكرارية فانها تکون مبرهنة في 
النسق .P‏ 

رمزیا نکتب هذه المبرهنة على الشکل : 0 بیع 


البر هان 

لتکن » صيغة تكرارية ولتکن ۸۸ ,...,۸2 ۸ هي المتغیرات 
القضائية التي تظهر في © . من أجل أي تعيين لقیم صدق As,..., ۸٢‏ ,۸۱ 
فانه حسب المسألة 1 يكون لدينا يما ۵۱۰ A,‏ 0 هي 0 
ذلك أن »© تاخذ دائما القيمة '1). وهكذا فعندما يعطي ۸ القيمة 1 فاننا 
تحصل على وا ييه A... AN.‏ ,۸ . وعندما يعطي ۸ القيمة 
F‏ فاننا نحصل على | ۸-۰ ,...رو'ث ,اھ . وإذن باستخدام 
نظرية الاستنتاج نحصل على » — سر _ A'2,..., A‏ ,الم 
وعلی ي ج A,‏ | ...رم وگ 
الآنء وحسب المبرهنة 10 (8+ج(8 جا )) ج(مجےم) 
وباستخدام قاعدة الوضع مرتين نحصل على : 

١ 0‏ هو هم ۸۵ 
وبالمثل فان .۸۷ يمكن أن تكون قیمتھ T‏ أو ۴ ومرة أخرى نستخدم 


نظرية الاستنتاج والمبرهنة 10 بالاضافة إلى قاعدة الوضع وهکذا نستطیء 
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حاف د كما هو الحال بالنسبة إلى ۸ . ويعد k‏ من مدل هده الخطو ات 


تحصل في النهاية علی ]| . 

3 اتساق النسق Consistency of system P P‏ 
تقول عن نسق ما أنه متسق 13 وفقط لذا کان من المستحیل البرهان 

على صيغة » وعلی نفیها » | معا فیه. 


نسقنا P‏ هو نسق متسق. وسنبر هن هذا يو اسطة المبرهنة التالية : 
مبرهنه : النسق P‏ هو نسق متسق. 

البر هان 

لنفرض أن P‏ ليس متسق. إذن بمکننا بر‌هان صيغة » ونفیها ٨‏ | معا 
aa‏ أي أن » ونفي » | مبرهنتان في ۶. إذن حسب مبرهنة (صحة النسق) 
تکون » و » | صیختان تکراریتان. وهذا مستحیل لانه إذا كانت » تکر ارية 
فان » | متناقضة. اذن النسق P‏ متسق. 
بالاضافة إلى النسق الصوري الذي درسناها في هذا الفصل. فانه توجد 
انساق صورية آخری عديدة لا تقل آهمية عنه". سنورد بعضا من هذه 
الاتساق باختصار وبدون برهان المبر هنات المعطاة. 
1 نسق هلبرت واکرمان )1950( 
(۱) الرموز الاولية :1 و ۷ 


Mcendclson.E- Introduction to mathematical fogic, Chapman & Hall, London,1997. المر جع‎ ' 
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يعطى التعریف التالي: 

kvp‏ تع = لاحي 
الرمز تع = الذي هو اختصار لكلمة (تعریف) يعني أن کل ما هو على يساره 
وعلی يمينه یمکن أن یعوض آحدهما الآخر في البرهان الصوريء أي ان 
آحدهما یکافی الآخر وأن ما هو على الیسار هو اختصار لما هو على الیمین. 
(ب) قو اعد الاشتقاق: الوضم. 


(ج) أشكال البدیهیات: 

شکل البديهية الم (a Va)‏ 
شکل البديهية رھ a¬»(aVP)‏ 
شکل البديهية (aVP)¬»{BVa) Ay‏ 
شکل البديهية (D—y)—>((aVB)—(aVy)) A,‏ 
المبرهنات 

Ə(yVD) (1)‏ (۷۵ )امه 

((y—o)—(r—PB)) (2)‏ ج- (مجم) 

(3) دبس )مه ya,‏ 

(4) مه 

lava (5) 

(6) مه 

)7( (مه)مه 

)8( (ہ ۷۸۰((۷)) 06۷))<-((06۷۶۰) 0۷) 
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2 نسق کلین )1952( 
0 الرموز الاولية :| .م ۷ جل 
(ب) قو اعد الاشتفاق : الوضع 


(ج) اشکال البدیهیات: 
شکل البديهية م (هج-( )به 
شکل البديهية د۸ ((رہجم)د۔ (a—(B—y)) —((e—D)‏ 
شکل البدیهیة A;‏ -(0۵) 
شکل البديهية وه 0م( ۸») 
شکل البديهية As‏ (0)-)جه 
شکل البديهية ,۸ (0۷۵)<-به 
شکل البديهية ره (0۷۵)<-۵ 
شکل البديهية As‏ (ېج((۷ت))م( مج رخ 017))ج (+-06) 
شکل البديهية و۸ ko‏ برچ[ ((a—‏ ج(نجبه) 
شکل البديهية ورم میم[ 
توجد انساق نتکون مجموعة بدیهپاتها من بديهية واحدة فقط وهي 
عديدة» نورد منها ما يلي: 


3 نسق میریدیث )1953( 
(ا) الرموز الاولية :1و > 
(ب) قواعد الاشتقاق : الوضع 
(ج) شکل البديهية: 
(6—o))‏ ج ((0@e—o)‏ ج g)‏ ج y)‏ ج ((8 | جيرا ) > (((a—B)‏ 
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4. نسق نیکود )1917( 
(i)‏ الرموز الاولية + | 
)<( قواعد الاشتقاق : من (1)817» و » نشتق + 
(ج) شکل البديهية: 
ر((واع) | (alo)‏ ارام | «واقاه) | («ایاع). 


3 تمارین 

: أن‎ P برهن في النسق‎ (Ü 
جه 8) جه‎ 8 ¬ (e 
. P حيث 6,7 ,© أية صیغ من‎ 


(ب) برهن الصيغ التالية في النسق P‏ : 
(e — (B — y)) — ) — y)‏ جه ((8 ج (e‏ ج (( ج (B‏ ج ه)) ٢‏ 


(G)‏ خذ نسق لوکاتشیفیج L‏ والذي يمتلك ئفس مکونات نسقنا P‏ ما عدا 
آشکال البدیهیات التالية : 


۸ شکل البديهية‎ 
) — B) ج‎ ((B — y) — ) — y)) 

شکل البديهية A>‏ 
بمج (ه ج ٨»‏ 1) 

شكل البديهية A;‏ 


(0 ج بن [) جين 
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برهن کل من المبرهانت التالية فی النسق L‏ : 


1 )8 )) ج رق (y)‏ ور ج 8)) جا 
(ë — n) (2‏ — )) جه B)‏ — ق)) م روج (e> (D‏ سا 
3 )8 —) جہ (Ñ‏ — (6 ج y)‏ ))) ج (8 ج () جا 
4 7( د (ج (esp‏ جا 
e( a) (5‏ جه 0)) (a> (eu) a)‏ ا 
a) (6‏ (» جب [) ج ))1١ a) o)‏ جه 8) ا 
o) (7‏ ج o)‏ — [)) جد بي سا 


(د) خذ نسق راسل R‏ أدناه. 
|)الرموز الأولية :| V.‏ 


2)قواعد الاشتقاق : الوضع 


التعاریف 

تعریف] 
V 0‏ تع = م جہ بو 

x— 
«A ۵ < تم‎ (k V 18) 

تعریفر 


» تع = م جه‎ (z ج‎ ۵( ۸ 4۵ — o) 
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3)أشكال البدیهیات : 


(a V a) — شکل بديهية ۸۱ و‎ 
ñ ¬ (o. V B) شکل بدیهیة رھ‎ 
(a V 8) ¬+ )6 V o) As شکل بديهية‎ 
(a V (B V y) — (B V (e V شکل بديهية ب۸ ((ہ‎ 
)6 ج‎ v) ه)) ج‎ V B) ج‎ (e ۷ ( As شکل بديهية‎ 


برهن كل من المبرهنات التالية في النسق R‏ : 


a+ la) ٥ (!‏ چا 
B — (o — 8( (2‏ = 
3 وم + (18 +( چ| 
4( (1ه ») — 8) برجم | 
(o) (9 (5‏ زوه 8) چا 
6( ( +¬ ) — (جہ 8)) G)‏ چا 
s (evo) (7‏ جا 
a (8‏ ج یم چا 
lava (9‏ چا 
av la (10‏ پا 
11( 0 جه چا 


)5( بر هن استقلال أشكال بدیهیات النسق R‏ . 
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(و) خذ نسق روصر Ro‏ أدتاه. 
| )الرموز الاو )23 ° :] A.‏ 
2و اعد الاشتقاق : الوضع 


3)آشکال البدیهیات : 

شکل بدیهیه ,۸ a — (GA G)‏ 
شکل بديهية ۸ (aA 8) +a‏ 
شکل بديهية A;‏ (رہ ہ16 ج روم ۱)6) جد (8 ج ) 
بر هن کل من البمر‌هنات التالية فی النسق Ro‏ : 

1( (ہ ہ11 جا 
۳ مه( جا 
3 (8 1ج ج ررم 16 جا 
4( 0 ا 5 
(a 1) (5‏ (ہ (B+‏ چا 


(ز) برهن استقلال الاشکال البديهية لنسق هلبرت واکرمان. 
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الفصل الر ابع 


Language and Semantics ودلاله حساب المحمولات‎ 433 
of predicate calculus 

4 ضرورة توسیع 433 حساب القضایا 

تستطیم أن نری بسهولة, أنه في اشتقاق قضایا معينة من قضایا 
آخری. آخذین بعین الاعتبار الترکیب الداخلي للقضایا الذرية» فان وسائل 
حساب القضايا تکون غير كافية لتبیان صحة هذا الاشتقاق. لنأخذ المثال 
التالي. 
منال: إن صحة الاشتقاق 
بعض الثعابین تکون 4552 ١M,‏ 
کل مؤذي یکون عشبي M2‏ 
إذن» بعض التعابين تکون عشبية N‏ 
لا يمكن اثباته بوسائل حساب القضايا وذلك لان المقدمات والنتيجة يتم 
التعامل معها على آنها وحدات غير قابلة للتجزئة وبدون الاخذ بنظر الاعتبار 
الترکیب الداخلي لها. إن صورة هذا الاشتقاق بوسائل حساب القضایا هي 


M, 
M; 
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أي أنه من Mi‏ و M>‏ تنتج .N‏ ولکن كيف لنا أن نعرف أن N‏ تنتج أولا تنتج 
من M,‏ و M>‏ فعلا؟ وحیث أن ترکیب المقدمات والنتيجة ليس ظاهرا في 
صورة الاشتقاق هذه. إن تفسير هذا هو أن حساب القضایا. هناء لا يحلل 
القضایا الذرية بالرغم من أن القضایا الثرية ليست هي أبسط عناصر 
استدلالاتنا؛ لانها تمتلك ترکیبا داخلیا يلعب دورا هاما في هذه الاستدلالات. 
اي أن صحة الحجة فی المثال اعلاه تعتمد على معنی الکلمتین (بعض) 
و(كل) وعلی الكيفية التي ارتبطت بهما الكلمات (شعیان)» (مؤذي)ء (عشبي). 
نستطیع بسهولة اعطاء مثال-ضاد للاشتقاق اعلاه وذلك باخذ N‏ كاذبةء بینما 
تکون کل من M:‏ و M>‏ صادقتین» وهکذا تكون الحجة خاطئة. 

إن الترکیب الداخلي للقضایا الثلاثة في المثال اعلاه تكون بين أشياء 
تمثل مجموعات داخل القضايا نفسها. فصورة الحجة» في المثال» يمكن 


نوضيحها كالتالي. 
بعض ‏ تکون L‏ 
کل L‏ تکون M‏ 


إدن بعض تکون  M‏ 
حيث K‏ اء M‏ تمنل مجموعة من الاشیاء: مجموعة کل الشعابین» مجمو عة 
کل المؤذين ومجموعة کل الشبیین على الترتیب. سنری لاحقا أن هذه 
الحجة صحيحة. 

إن هذا القصور في لغة حساب هذه القضایا یدعونا إلى توسیعها إلى 
لغة آخری نستطیع بواسطتها التدقیق في ترکیب القضايا الذرية» وعلی وجه 
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التحدید تحلیلها إلى ما نسمیه حد ومحمول. هذه اللغة الجديدة تسمی لغة 
حساب المحمو لات والتي تکون لغة حساب القضایا جزءا منها. 
4 2 المحمو لات Predicates‏ 

في المنطق التقليدي يتم القیام بتحلیل القضية الذرية إلى حد ومحمول 
حتی یظهر ترکیبها الداخلي. فمثلا في القضية (الكندي فیلسوف عربي) یکون 
(الكندي) هو الحد و(فیلسوف عربي) هو المحمول. القضية هنا توکد بأن 
الكندي (يمتلك صفة) أنه (فیلسوف عربي). 

إن هذا التحلیل یمکن أن یکون ممکنا وکافیا فقط في الحالة التي تعکس 
U‏ القضية صفة الحد. آما إذا كانت القضية الذرية تعکس العلاقة بین 
لحدود فعندها لا یکون هذا التحلیل مناسبا. Cus‏ لا يمكن وصف القضية 
الذرية على الشکل: x‏ یکون ۰۳ حيث x‏ الحد وط المحمول. هذا یحدث مثلا 
في القضية التالية: الجزائر أكبر مساحة من تونس. 

في هذه الفقرة سنعالج المحمول على أنه دالة قضائية (تسمی أيضا دالة 
منطقیة) بمتغیر أو متغیرین أو اکثر بالاعتماد على ما تعکسه القضية من 
صفه لحد او علاقة بين حدین أو أكثر. سمبت دالة قضائية وذلك لتفریقها عن 
الدوال المستخدمة فی الجبر» مثلا: الدوال العددية وعن الدوال المستخدمة في 
حساب القضایا والتي هي دوال صدق كما مر بنا في الفصل الاول. 

ان هذه المعالجة لمحمو لات تکون مناسبة عندما تعکس القضية صفه أو 
علاقة بين الحدود. سنرمز للمحمولات بالحروف الکبيرة مع فراغ واحد أو 
اکثر أو نرمز لها بالحروف الكبيرة مع متغیر واحد أو اکثر لتشمل هذا 
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الفراغ. لنأخذ المثال: x‏ عدد زوجي أو (...عدد زوجي). هذه ليست قضية 
لأنه لا يمكن القول أنها صادقة أو كاذبة. إنها دالة قضائية وتصبح هذه 
القضية صادقة أو كاذبة عندما يتم تعويض المتغير بعدد طبيعي أو نستبدل 
النقاط بعدد طبيعي. هذه الدالة القضائية تسمى أيضا محمولا أحاديا ويرمز 
له بواسطة P.‏ وذلك باستخدام رمز الدالة P‏ والمتغير x‏ المعرف على 
مجموعة الاعداد الطبيعية. وهكذاء فاتنا بواسطة P,‏ نرمز إلى القضية 
الصادقة )6 عدد زوجي). ونرمز بواسطة رط إلى القضية الكاذبة )9 عدد 
زوجي). إن المحمول ,۳ يصبح قضية صادقة أو كاذبة بالاعتماد على القيمة 
المعوض بها المتغير. مجموعة تعريف هذه الدالة القضائية (قیم x‏ في (P,‏ 
هي مجموعة الأعداد الطبيعية N‏ أما مستقر الدالة فهي المجموعة F)‏ ,1). 
رمزيا نكتب الدالة هكذا : 

بشكل عام الدالة القضائية أو المحمول .8 يجزئ مجموعة التعریف 
M‏ إلى مجموعتين جزئيتين» بحيث أن کل عنصر a‏ ينتمي إلى إحدى 
المجموعتين الجزئيتين تكون P,‏ قضية صادقة. وكل عنصر b‏ ينتمي إلى 
المجموعة الثانیة تكون P,‏ قضية كاذبة. إن عناصر المجموعة الجزئية 
للمجموعة M‏ والتي نحصل بواسطتها من الدالة القضائية P,‏ على قضية 
صادقة تسمى مجموعة صدق هذه الدالة. مجموعة صدق الدالة هي 
المجموعة التي تهمنا عند دراسة أية دالة قضائية. 
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يكن P,‏ رمزا للمحمول: ( x‏ عاصمة الیمن). ان .۴ يرمز إلى القضية 
الصادقة (صنعاء عاصمة الیمن)ء اما P u‏ فيرمز إلى القضية الكاذبة 
(طرابلس عاصمة اليمن). إن مجموعة تعريف هذه الدالة هي مجموعة مدن. 
أو إن قیم × في ,۳ تكون مدن. أما مجموعة صدق الدالة فتتكون من مدينة 
واحدة-صنعاء. 

بشكل عام» ان مجموعة تعريف المحمول (الدالة القضائية) P,‏ هي 
المجموعة التي يمكننا اختيار عنصر منها لتعويض « . غالبا لا تذكر هذه 
المجموعة عندما تكون واضحة من طبيعة المحمول 

في المثالين السابقين كان المحمول أحاديا وهو يعكس صفة لحد. 
وبتعميم مفهوم هذا المحمول نحصل على محمول (متعدد المواضع) وهو 
الذي يعكس عادة علاقة بين الحدود. كل علاقة هي مجموعة من الأزواج 
المرتبة. العلاقات: (أكبر سنا من)۰ (يساوي)» (أصغر من) تمتل محمولات 
ثنائية. ومثلا العلاقة (المحمول) x < y‏ المعرفة على المجموعة N‏ حيث 
M‏ = (2,3 ,1) هي مجموعة کل الأزواج المرتبة من الأعداد الطبيعية التي 
تكون المركبة الأولى لكل زوج أصغر من المركبة الثانية من الزوج نفسه؛ 
أي أنها المجموعة ((3 ,2) .(1,3) ,(2 ,1)). 
أمثلة 
لنجد الحد (أو الحدود) والمحول في كل من القضايا الذرية التالية : 
(1) احمد يذهب إلى المكتبة. 
الحد : أحمدء المحمول : يذهب الى المكتية. 
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)2( اکبر كرة في حانوت علي هي حمراء. 
الحد : أكبر كرة فی حانوت علي؛ المحمول : هي حمر اء. 
)3( هو یکون رياضي. 
الحد : هو المحمول : رياضي. 
x (4)‏ عدد طبيعي. 
الحد : × » المحمول : عدد طبيعي. 
)5( مشتقة الدالة f‏ معرفة. 
الحد : مشتقة الدالة ٤ء‏ المحمول : معرفة. 
(6) 5 > 2 
الحدود : 5 و2 المحمول : > 

الأسماء» كما في )1( والضمائر» كما في )3( والمتغیرات كما في(4) 
وكذلك الاوصاف» كما في )2( والدوال كما في )5( والئوابت كما في )6( 
تسمی حدودا. وبما أننا عاملنا الضمیر معمالة المتغير والأسماء معاملة 
الثوابت فيمكننا (عطاء تعريفا أكثر دقة للحد وهو : الثوابت والمتغيرات 
والدوال تسمى حدودا. 

في المثال (1) يمتلك أحمد صفة أنه (يذهب إلى المكتبة). وفي (2) 
نجد أن أكبر كرة في حانوت علي تمتلك صفة أنها حمراء. كذلك نجد 
الصفات : رياضي» عدد طبيعي» معرفة» وهذه كلها محمولات أحادية. أما 
العلاقة > في )6( فتمثل محمولا ثنائيا یربط الحدين 2 و 3. ويمكن تطبيق 


تسوت ود کر ا ويل کی اښ لک مره رازن 
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محمولان ثنائیان. آما العلاقة (بین) فتمثل محمولا ثلاثيا لائه یربط ثلاثة 
حدود مثل : تونس بين الجز اثر ولیبیاء وکذا النقطة ۸ بین النقطتین 8 و 0. 
4 العملیات على المحمولات Operations on Predicates‏ 

لقد بینا في الفقرة السابقة بان المحمولات هي دوال قضائية وانها تاخذ 
قیم الصدق T‏ وقيم الكذب ۴ وهکذا یمکننا تطبیق العملیات التي استخدمناها 
في حساب القضایا: آء ٨۸‏ ۰۷ ج جه على المحمولات وبذلك نكون من 
المحمولات الذرية (وهي المحمولات التي لا بمکن تجزنتها إلى محمولات 
آخری) محمولات أخرى مرکبة. 
1. النفی 

لیکن P,‏ محمولا مجموعة تعريفه M‏ (نقول ایضا معرفا على 4). إذن 
تفي P.‏ ونرمز له P,‏ | بصبح قضية صادقة من أجل قیم x‏ من M‏ التي 
يصبح من اجلها ,۸ قضية کاذبة. إذن تکون مجموعة قیم صدق P,‏ | متممة 
(مکملة) مجموعة صدق P,‏ بالنسبة إلى المجموعة ۷. أي أن 

(۴:۶)عل1۶:م 

2. الوصل 

لیکن ,۰۳ Q,‏ محمولین معرفین على المجموعة M‏ یمکننا تعریف 
الوصل P, ۸ Q,‏ المعرف على ,M‏ الوصل P, A Q,‏ یصیح قضية صادقة لکل 
قیم × من M‏ التي یصبح من أجلها کل من المحمولین ,و Q,‏ قضية صادقة 
أي أن 

(x :Px AQ. j={x: )ہا بط‎ :Q,} 
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مجموعة قیم صدق تعریف الوصل Q,‏ ۸ ,۳ هي نقاطع مجموعتي صدق 
المحمولین ,2 و,0. 
3. الفصل 

لیکن ,۰۳ ,© محمولين معرفين على المجموعة .M‏ يمكنا تعريف 
الفصل V Q.‏ ,۳ المعرف على .M‏ الفصل P, V Q,‏ يصبح قضية صادقة لكل 
قيم x‏ من M‏ التي يصبح من أجلها على الاقل أحد المحمولين ,و Q,‏ قضية 
صادقة أي أن 

(x: Px ۷۵): ناليم‎ :Q,) 
الاستلزام‎ .4 

لیکن ,۰۳ ,© محمولين معرفين على المجموعة .M‏ یمکننا تعريف 
الاستلزام P, + Q,‏ المعرف على .M‏ الاستلزام Q,‏ ج ,۳ يصبح قضية 
كاذبة لكل قيم x‏ من M‏ التي يصبح من جلها ,۴ قضية صادقة و Q,‏ يصبح 
قضية كاذبة. جميع قيم x‏ الأخرى من M‏ يصبح من أجلها P, — Q,‏ قضية 
صادقة. المحمول Q,‏ ۰۷ | يأخذ نفس قيم الصدق من أجل قيم × هذه 
(المحمول |P, V Q,‏ يصبح قضیة كاذبة لقيم × التي من أجلها P,‏ صادقة 
و.© وكاذبة ويصبح قضية صادقة من أجل القيم الباقية إلى x‏ من ). 
وهكذا یکون 

Q.)‏ ۳,۷) ته و0 جم 
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و 
Q, }= {x : IP, vQ, j= (x IP, ju {x :Q, }‏ جہ (x :P,‏ 
JU (x: Q.)‏ ھن - 

5. الاستلزام التنائي 

لیکن ,۰۳ Q,‏ محمولين معرفين على المجموعة .M‏ یمکنا تعریف 
الاستلزام النتائي Q,‏ جه ,م المعرف على .M‏ الاستلزام الٹنائی ,۳,<0 
يصبح قضية صادقة لکل قيم x‏ من M‏ التي يصبح من أجلها ,۲و Q,‏ کلیهما 
قضيتين صادقتين أو يصبح کلیهما قضیتین کاذبتین. بما أن 

(P, جه‎ Q.) ت‎ (P, جح‎ ) A (Q, — P) 

ان نحصل على : 

(P, جه‎ Q (]P, V Q ^ (lQ, V P.) 

(P, A Q.)‏ ۱00۷ ۱۶۰۸) و 

وبالتالي یکون : 


4. 4 المکممات Quantifiers‏ 
سنقوم باجراء عملیتین على المحمولات حيث نحولها إلى قضایا. 
العملية الاولی هي للتكميم الكلي (الشمولي) وعملية التکمیم الوجودي 
(الجزني). لناخذ المحمول ,5. من الممکن أن تمتلك الصفة P‏ جميع العناصر 
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التي نتتمي إلى المجموعة المعرف علیها هذا المحمول أو على الأقل بعضص 
هده العناصر . 
1) اذا كانت الصفة P‏ تمتلكها جمیم العناصر التي تنتمي إلى المجمو Ae‏ 
المعرف علیها ٤ء‏ فان القضية لکل ۰ P,‏ تکون صادقه. 
2 13 كانت الصفة ٣‏ یمتلکها بعض العناصر التي تنتمي إلى المجمو عة 
المعرفة علیها P‏ فان القضية بعض P, x‏ نگون صادقة. 
يرمز للتعابیر (لكل )۰ (میما يكن ×)ء (جمیع ») (لاي (x‏ بواسطة: 
(Vx)‏ ویسمی المکمم الکلي. ویرمز للتعابیر (بعض (x‏ (یوجد )۰ (یوجد 
على الاقل (x‏ بواسطة: (2) ویسمی المکمم الوجودي. ان ترکیب قضية 
المکمم الكلي تكون عادة على الشکل (...+-...) (×۷)ء اما ترکیب قضية 
المکمم الوجودي فتكون عادة على الشكل (...۸...) (×3). 
اذا تکونت مجموعة التعریف M‏ للمحمول بط من عنصر واحد ٤ء‏ 
أي أن M = (a)‏ فان (Vx) P,‏ یکافی p,‏ أي أن: 
Po‏ به (Vx) P,‏ 
اما إذا كانت M = fa, ay)‏ فان القضية (Vx) P,‏ نکافئ درط م Pa‏ أو 


(V x) P, <5 Pa A Paz 

اذا كانت M‏ نهائية وتتکون من k‏ من العناصرء أي أن : 
M = (ar, 22... .,2|‏ فان 

(Vx) P, جب‎ Pa) A Paa A.-.A Pak 

وباختصار نکتب: 


158 


(Vx)P, — A 3 (1) 

إذا تکونت مجموعة التعریف M‏ للمحمول P,‏ من عنصر واحد a‏ أي 
أن M = fa)‏ فان القضية ,3«(۳) تکافی P,‏ اي آن: 

و ے (3x)P,‏ 
اما 13 كانت (یه ¿M = (ai,‏ فان القضية (3x)P,‏ تكافئ .Pa v P.2‏ ولذا كانت 
M‏ نهائية وتتکون من k‏ من العناصرء اي أن: ak)‏ ,...,ية ,به )= فان 

(3x)P, ےہ‎ Py; V Paa V... V Pak 
: وباختصار نکتب‎ 


k 
(3x)P, — 0 7 (2) 
او‎ 


4. 5 اللغه الرمزیه والترجمة لحساب المحمولات 
لقد بينا في بداية هذا الفصل الحاجة لتوسيع حساب القضايا إلى حساب 


المحمولات. وبعبارة أخرى فان حساب المحمولات يمثل توسیعا لحساب 

القضايا. وبهذا تكون لغة حساب القضایا جزء! من لغة حساب المحمو لات. 

وعليهء فان هذه الأخيرة ستشمل رموزا جديدة بالإضافة إلى رموز لغة 

حساب القضايا. و هکذا فاللغة الرمزية لحساب المحمولات تتكون من: 

(I‏ الحروف الكبيرة ...ځا ,8 A,‏ وهذه الحروف مع دلائلها 
.ل۵ للتعبیر عن متغيرات المحمولات. 

2( الحروف f‏ › ع ۰ ۸ ء وهذه الحروف ودلائلها للتعبير عن الدوال. 

3 رموز الروایط |[ ۰۸ ۷ ج ډب . 
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4( الاقواس ).( و هي قوس الاغلاق وقوس الفتح على الترتیب. 
5( الحروف الصغيرة ...,» a, b,‏ وهذه الحروف ودلائلها ...,يطرط,...,يقرية 
للتعبیر عن الحدود التي هي ثوابت والحروف الصغيرة 2 y,‏ ,× للتعبیر عن 
الحدود التي هي متغیر ات. 
6( المکممان ۰3 ۷. 

إن الترجمه من اللغة العربية العادية إلى لغة حساب المحمولات لا 
تخضع لقواعد معینة وانما پتوجب علینا فهم معنی القضية باللغة العربیة ومن 
نم نعید التعبیر عن هذا المعنی باستخدام رموز حساب المحمو لات. ولتوضیح 
كيفية القیام بهذه الترجمة يجب أولا تعبین الحدود والمحمولات. وکما مر بنا 
سنقوم بترمیز الحدود باستخدام الحروف الصغيرة وترمیز المحمولات 
بالرموز الکبیرت. وحيث نکتب رمز المحمول على يسار رمز الحد أو 
الحدود. الآن سنعطي أمثلة عديدة ومختلفة لمماردة الترجمة إلى ]44 حساب 
المحمولات. 
)1( أحمد يعمل محاميا. 
الحد: أحمد-:: المحمول: × يعمل محامیا- .M,‏ 
الترجمة: .M.‏ 
)2( أحمد لا يعمل محامیا. 
الترجمة: ,126 (باستخدام نفس الرموز في (1)). 
)3( فو تعمل محا : 
الحد: هو بر اعت x‏ يعمل محامیاح,۷(. 


0 


.M. الترجمه:‎ 

x (4)‏ عدد زوجي. 

الحد: 7 المحمول: x‏ عدد زوجی-,8. 

.E, الترجمة:‎ 

)5( أحمد و علی محامیان. 

الحد الاول: آحمد-ه؛ الحد الثاني: علي-۰9 المحمول: × محامي-,/1. 
الترجمة: .M, ۸ Mp‏ 

)6( أحمد یکون محامیا أو ریاضیا. 

الحد: احمد-ه؛ المحمول الاول: x‏ یکون محاميا-,84 » المحمول الثاني: X‏ 
یکون ریاضیا-,۷. 

.M, ۷ N, الترجمه:‎ 

)7( 13 كان سالم محامیا فانه لن یکون طبیبا. 

الحد: سالم-2» المحمول الاول: × محامیا- JM,‏ المحمول الثاني: × طبيبا- 
.R.‏ 

الترجمه: ,اب M,‏ 

)8( یکون سالم محترما 13 وفقط 13 کان صادقا. 

الحد: سالم-ه: المحمول الاول: x‏ یکون محترما-,1ء المحمول الناني: X‏ 
یکون صادقفا-,۲۰. 

الترجمه: R,‏ ج> مآ. 

x < ۷ (9) 
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الحد الاول: »د الحد الثاني: ¿y‏ المحمول: ر < .C,y — x‏ 
الترجمة: .C,y‏ 

)10( کل المعادن ناقلة للحرارة. 

كما ذکرنا سابقا يمكن ان تكتب هذه القضية على الشکل: 

L تکون‎ N کل‎ 

Los‏ أنه لم يذكر اسم لمعدن معین؛ فسنستخدم المتغبر × ليعبر عن أي معدن. 
وبدلك یمکننا کتابة القضية كما بلي: 

کل ×» اذا كان x‏ معدن فان × بکون تاقلا للحر ارة. 

والان عوضا عن (x OS)‏ نکتب الرمز (×۷). المحمول الاول: x‏ یکون 
معدن-,]: المحمول للتاني: x‏ فاقلا للحراره-,7. 

(Vx) ) — 2,( الترجمة:‎ 

)1 1( بعض التجار جشعون. 

یمکننا أن نکتب هذه القضية على الشکل: 

.G يكون‎ C بعض‎ 

بما أنه لم يذكر اسم لتاجر معین» فسنستخدم المتغير × ليعبر عن أي تاجر. 
وبدلك يمكننا كتابة القضية كما يلي: 

بعض ۰۶ × يكون C,‏ و x‏ يكون G,‏ (حيث C,‏ هو المحمول: x‏ يكون ثاجر؛ 
G,‏ هو المحمول: x‏ يكون جشع). 

والان عوضا عن (بعض (x‏ نكتب الرمز (×3). 


.(3x) (C, ۸ G,) الترجمة:‎ 
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)12( لا دلفین يكون سمکا. 
هذه القضية یمکن ترجمتها باحدی القضيتين التالیتین: 
1( کل ax‏ إذا كان x‏ دلفین فإن × لا يكون سمك. 
إذا رمزنا للمحمول: x‏ یکون دلفین بواسطة D.‏ ورمزنا للمحمول × يكون 
سمکا بواسطة F,‏ نستطیم بذلك ترجمة القضية هکذا: 
الترجمة: (Vx) (D, + |F.)‏ 
2( لا یوجد »ده بحيث أن × یکون دلفین و« یکون سمك. 
الترجمة: 8x) (D, A F,)‏ 
إن هذا المثال یفودنا إلى توضیح العلاقة بین المکممین الكلي والوجودي كما 
يلي : إذا قلنا (لیست کل الطیور تطير) فمن المعروف أن هذه القضية صادقة 
وذلك لوجود طیور مثل : النعامة وطائر البطریق لا يطيران»ء اي أننا نقرر 
صدق القضية (یوجد طير Y‏ يطير). سنترجم هتين القضیتین المتکافئتین : 
(vx) (K, — L.) (1)‏ | 
(3x) (K, A] L.) (2)‏ 
حيث x : K,‏ طيرء ما : × هي يطير. 
وللمقارنة بینهما سنحول الاولی إلى : 
(vx) (]K, v L» (3)‏ ] 
وذلك بتطبیق قاعدة الاستلزام على الصيغة الشرطية في (1). الان ویتطبیق 
قانون د ي مورغان نحصل علی : 
L. (4)‏ | میک | (vx)‏ | 
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وهذه الأخيرة تشبه )2( ولکن مع | (Vx)‏ | عوضا عن (×3) » اي أن 
(3x) |«(1)‏ جه (vx)‏ | 
حیث » أية صيغة. 
كذلك فان : 
a — (Vx) ٥١ (2)‏ («3) ] 
|(3x) la (3)‏ تي » (Vx)‏ 
(3x) a < ](vx) la (4)‏ 


)13( جميع الطلبة الذين یمارسون الرياضة یکونون أقوياء البنية. 

یمکننا كتابة القضية كما يلي: 

مهما يكن ¿x‏ إذا x‏ طالب و« يمارس الرياضة فان x‏ يكون قوي البنية. 
الترجمة: (Vx) ))5, ۸ 50-۲ H.‏ 

حيث ,5: x‏ يكون طالب؛ x :R,‏ يمارس الریاضة. ,1]: × قوي البنية. ويمكن 
كتابة هذه القضية كالتالي: H,))‏ ج (R,‏ ج (Vx) (S,‏ 

استخدمنا هنا قاعدة (الاستیر اد التصدیر). 

)14( لیس کل ما نفضله تحصل علیه. لیکن: × یکون شخصا-,» x‏ بفضل 
(-رما» x‏ يحصل على .R, y‏ یمکتنا كتابة القضية كما يلي: 

ليس کل x‏ إذا کان x‏ شخصاء فانه لکل شيء y‏ إذا کان × بفضل y‏ فإن x‏ 
یحصل على -y‏ 

الترجمة: ((ہہاآ — (Ly‏ ((۷)ج۳) (vx)‏ | 
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)15( مشتقة الدالة f‏ معرفة. 
الحدود : 
f‏ :£ » (۷) ع : مشلقة × 
المحمو لات : 
Kx‏ : × معرف 
الترجمة : وی 
)16( أكبر كرة في حانوت علي حمراء 
الحدود : 
أكبر كرة في حانوت علي : 8 
المحمولات : 
X‏ حمراء : K,‏ 
الترجمة : 
Ka‏ 
ان المكمم الجزثي 3 يعني» في حساب المحمو لات أنه يوجد على 
الاقل واحد يمتلك الصفة .1٤‏ ولکن؛ كيف یمکننا التعبیر عن (علی الاقل اثنين 
بمتلکان الصفه (K‏ ؟. یمکننا استخدام معممین جزئیین» ولکن هذا لا يكفي 
لان (3y) (Kx ۸ Ky)‏ (×3) لا تستبعد إمكانية أن يكون x‏ ور یمثلان نفس 
الشيء. للقول أنه یوجد على الاقل اثنين» نحن نحتاج إلى القول أنه یوجد 
ان x‏ یختلف عن ل بواسطه کتابه ر < x‏ . وبالتالي» فان الترجمة الصحيحة 
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تصبح (3x) (3y) (Kx A Ky ۸ x * y)‏ . ویشکل ممائل نعبر عن یوجد على 
الأقل ثلاثة تمتلك الصفة K‏ : 
(3x) (3y) )32( (Kx ۸ 1۷ AKZA XZ yA y # Z A X # 7(‏ 
و هکذا. 
یمکننا آیضا ترجمة قضایا تحوي (علی الاکثر م). فمثلاء إذا أردنا 
القول أنه يوجد فرد خارق القوة على الاکثر وهذا ينص على عدم وجود أكثر 
من فرد خارق للقوه. وبالتالي فهو نفي إلى : بوجد ائتان خارقا القوة على 
الأقل» وهکذا یمکننا أن نقوم بنفي صيغة من النوع الذي مر بنا اعلاه 
فنحصل على : 
ہر 1x) By) (Kx ^ Ky) ^ x‏ 
وهده تکافی : 
(Vx) (Wy) (Kx ۸ Ky) 3 x = y)‏ 
والتي تنص على أنه : من أجل کل × وکل بء إذا کان × ور خارقا القوة فان 
x‏ هو لا. انها تنص على أن جميع خارقي القوة هم الفرد نفسه تماما. ولکن 
هذا يعني أنه یوجد على الأكثر فرد خارق القوة. 
وبالمثل نعبر عن القضية : يوجد على الأكثر اثنين خارقي القوة 
وذلك باعتبارها نفي إلى يوجد على الأقل ثلاثة خارقي القوة» فنحصل على : 
y A y% Z A X 2‏ # يرم 162 ۸ ۲۷ ۸ (x) Gy) )32( (Kx‏ 
وهده تکافی : 


](yx) (y) (Vz) (Kx A Ky ۸ KZ) يراج‎ ۷۸۷ y=zv ¥ =2) 
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والتي تنص على أنه؛ إذا كان × ور و2 جمیعهم خارقي القوة فان اثنين منهم 
يجب أن يكونا الفرد نفسه. 
کذلك» يمكننا ترجمة قضايا تحوي n)‏ تماماء ... ,1 ,0 ). وبما أن القضية: 
يوجد n‏ تماما يمتلك الصفة K‏ مكافئة إلى وصل يوجد على الأقل n‏ یمتلك 
الصفة K‏ ويوجد على الأكثر n‏ يمتلك الصفة ¿K‏ فيمكننا القيام بالترجمةء 
وذلك بربط الترجمتين المذكورتين أعلاه. ولكنء هنالك طريقة أسهلء» فإذا 
أردنا القول بوجود قمر واحد تماماء فاننا نقول بأنه يوجد قمر واي شيء 
يكون قمر يكون مطابقا له. وإذا أردنا القول بوجود رياضيين اثنين عربيين 
ممتازین» فاننا نقول بأنه يوجد على الأكثر اثنين وکل رياضي عربي ممتاز 
آخر يجب أن يكون مطابق إلى الأول أو الثاني. 
سندرس أدناه الترجمات من هذا النوع حسب قيم n‏ : 

(Vx) Kx 0-0 (| 
(3x) (Vy) (Kx ۸ Ky) ج‎ x = y) n= 2 
(3x) (3y) (Vz) (Kx ^ Ky ^x #yA(Kz ¬ (z=x vz=y)) n=2(3 
وهكذا.‎ 
قواعد بناء الصیع‎ 4 

تعریف: اذا كان P‏ محمولا ذو n‏ موضع وکانت ,4,... ,22 ,4 هي n‏ 
من الحدود؛ فان ,م. رم۴ یسمی صيغة ذرية. 
مثال: البصرۃ تقع إلى الجنوب من بغداد 
الحدود : البصرة-(ء بغداد-ل. 
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المحمول: × إلى الجنوب من ۷: ,۰۳ 
الترجمة: Pou‏ . هذه صيغة ذریه. 


سنبني الان الصيغ في حساب المحموللات حسب القواعد الأربعة التالية: 
1 الصيغة الذرية تکون صيعة. 


2( 13 كانت به ,» صيغتان فان: 
o), (oi €> o)‏ — به) V o),‏ بم) (ei ۸ o),‏ ,»| تکون صيغ. 
3( إذا کان × متغیر وه صيغة فإن: 
(Vx) a, (3x) a‏ 
تکون صیختان. 
4( أي تتابع آخر من الرموز لا یکون صيغة. 
الكثير من المناطقة یستخدمون مصطلح (الصيغة الجيدة التکوین) مقابل 
(الصيغة) الذي استخدمناه نحن من أجل الاختصار . 
4 7 شجرة الصيغة 

لقد حصانا على الصيغ انطلاقا من الصيغة النرية وهکذا نستطیع إنشاء 
شجرة الصيغة التي تبين كيفية الحصول على الصيغة انطلاقا من الصيغة 
الذرية التي تقع على مستوى (1). كل مستوى أعلى من (1) يتم الحصول 
عليه من المسئويات التي تسبقه بواسطة الجزء (2) أو (3) من (قواعد بناء 
الصيغ) أعلاه. 
مثال: شجرة الصیغة (M, A (V) (Ly > K)‏ (,3) 
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نگون كما يلي: 


(5) (3x) (M, A (Vy) (L, — K,;)) 

(4) (M, A (Vy) (L, — K,y)) 

(3) (Vy) 27 K,,) 

(2) Ly > K, 
` 

(1) M, با‎ K, 


4 8 المتعیرات الحرة و المتغیرات المقيدة  FreeandBound‏ 


Variables 
ذکرنا سایقا بان تکمیم المحمولات یحولها إلى قضایا. إن أدوات التكميم‎ 
تؤئر على متغیر ات المحمو لات.‎ 3٢ 
تعریف: تطاق مکمم في صيغة ما هو المکمم نفسه مع أقصر صيغة نلي‎ 
المکمم مباشر ة.‎ 
(Vx) أمثلة على نطاق المکمم‎ 
(Vx) (M, > (Vy)(R, — ]H,) (1) 
(Vx) Rx — (Vy)(R, — My) (2) 
(Vx) R, نطاق المکمم الكلي في )1( هو )1( كلهاء اما النطاق في )2( فهو‎ 
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تعریف: یسمی المتغیر X‏ في صيغة ما مقیدا 13 وفقط إذا کان ضمن نطاق 
المکمم (Vx)‏ أو (:3) ولذا لم يكن كذلك في حالة و احدة على الاقل فیسمی 
المتغیر × حرا. 

المتغیران x‏ و« في المثال (1) مقیدان. المتغیر X‏ مقيد وحر في المثال 
(2)ء آما المتغیر y‏ فمتید. 
مال 
)1( المتغیر x‏ في P,y‏ (*2) مقید أما y‏ فحر. 
)2( في الصيغة )1 < (Vx) (x > y) V (Bx) (x‏ المتغير × مقيد لانه مرة 
ضمن تطاق المکمم (Vx)‏ ومرة ضمن نطاق المکمم .(3x)‏ 
تعریف: تسمی الصيغة قضية إذا لم تمتلك أية متغیرات حرة. 
4 دلالة حساب المحمولات 

إن دلالة حساب المحمولات معنية بكيفية بلوغ الصیغ - كما في 
حساب القضایا — قيم صدقها بالاعتماد على دلالة أجزائها المرکبة لها. 
ولکن؛ یما أن هذه الاجزاء یمکن آن نکون متغیرات محمولات» ثوابت ار 
متغیراتء فاننا لن نکون قادرین» هناء على أن نقيد آنفسنا بقيم صدق عندما 
یتعلق الامر باللغات التفسيرية لحساب المحمولات. الصيغ هنا يجب أن توول 
إلى تفسیرات متغیرات المحمولات والثوابت وأي شيء آخر یظهر فی هذه 


الصیغ ۱ 


1/0 


4 تفسير الصیغ في حساب المحمولات 
اولا : تفسیر الصيغ ذات المتغیرات المقيدة 
لناخذ الصيغة الوجودية : 
(3x) (K, ^ La)‏ )1( 
لا یمکننا القول بصدق أو کنب هذه الصيغة قبل أن نفسر رموزها. 
هنا يجب : 
)1( تفسير مجموعة القيم التي ياخذها المتغير ۰ وسنسميها المجموعة 
الشاملة. وبما أن الصيغة الوجودية تعني بالنسبة لنا أنه يوجد شيء ماء فإننا 
بواسطة تفسير المجموعة الشاملة إنما نفسر ماذا يمكن أن يعني هذا الشيء : 
اعداد. بشرء أشجارء دوالء اطباء» وهكذا. 
(2) تفسير ماذا تعني رموز الممولات؛ الثوابتء رموز الدوال (إن وجدت) 
في المجموعة الشاملة. وهكذا فإن تفسير الصيغة (1) يكون على الشكل : 
O, = (Mı, K;, Li, ar)‏ 
حيث أن ,1۷ هي المجموعة لشاملة (مجموعة غير (ANa‏ 
,کا هي تفسیرات إلى 8, L‏ ہکا على الترتيب . 
الان لیکن M,‏ هو مجموعة الاعداد الحقيقية ۰۴ x : KiX‏ عدد صحیح Liy‏ : 
۵٤ <‏ : ۰0 وهکذا فان تفسیر الصيغة (1) في ,0 یکون القضية : 
)2( بعض الاعداد الحقيقية تکون صحيحة وموجبة. 
من الواضح أن القضية )2( صادقة في ,0 (خذ مثلا 5 عدد حقيقي صحیح 
وموجب). ولکننا إذا أخذنا نفسیر آخر : 
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O2 = (Mı, Kz, Lı, al) 
بقيت على حالها‎ 3, OL, نلاحظ أن الموجوعة الشاملة ,۷ ء وكذلك‎ 
(1) حيث أن × مک : × سالب. وإذن تفسیر الصيغة‎ K, إلى‎ K, بینما غیرنا‎ 
: في 02 يكون القضية‎ 
بعض الأعداد الحقيقية تكون سالبة وموجبة.‎ )3( 
من الواضح أن (3) هنا كاذبة.‎ 
إن تفسير صيغة في حساب المحمولات هو تعميم لتعيين قيم الصدق‎ 
للمتغيرات القضائية للصيغة في حساب القضايا.‎ 
: لناخذ الصيغة الكلية (المكممة كليا) التالية‎ 
(4) (Vx)((Kx ^ Lx) — Nxf (a)) 
: تفسیر الصيغة )4( يأخذ الشکل التالي‎ 
O, = (Mı, Kı, Lı, Ni, fı, ai) 
: لناخذ التفسيرات التالية‎ .) ٤ هو تفسیر للدالة‎ f,) 
مجموعة الأعداد الصحيحة‎ : ١ 
موجب‎ × : K ix 
زوج‎  : L ix 
۷ > ۷ 
0 : رو‎ 
x + 1 : f(x) 
واذن» فان تفسير الصيغة (4) في ,0 يصبح القضية ؛‎ 
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)5( کل عدد صحیح زوجي موجب بکون أكبر من 1 
و من الواضح أن )5( هنا صادقة. 
سنستبدل ,0 بتفسیر آخر 02 حیث 
O2 = (M,, Kı, Lı, Ni, fı, a2)‏ 
نلاحظ أن الفرق بين ,0 و O,‏ هو التغيير من ر8 إلى a,‏ فقطء وليكن وه : 
6. الان يصبح تفسير )4( في O;‏ القضية : 
(6) كل عدد صحيح زوجي موجب يكون أكبر من 7 
ومن الواضح أن (6) هنا كاذبة. 
ثانيا : تفسير الصيغ ذات المتغيرات الحرة 
لناخذ الصيغة : 


(7) میک‎ -< (3y) Lqxy) 


المتغير X‏ في هذه الصيغة حر. إن تفسير الصيغة )7( يكون على 
الشکل التالي š‏ 
Oı = (M,, Ki, Lı, Ni, fı, a, bi)‏ 
نلاحظ أن ,× › Li‏ محمولین نتائیین على ,1۷ ۰ ؟ 5 دالة ذات 
متغیرین (أي أن 5 : *<——Mi x MI‏ ,۷۲ ) والثابتین ,2 و bi‏ 
عنصرين من ,1. سنعطي الان تفسیرا إلى (7). 
لتكن M.‏ هي مجموعة الأعداد الحقیقیة <y: Kixy:‏ » 1۷ : 


.| =b, )2 = al t fi xy) 2 X.Y X = y 
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إذا قمنا بتفسیر الصيغة (7) بدون اعطاء أي تفسير إلى × فانها تژول 
إلى ما يلي : 
)8( اذا كانت × < 2 فانه یوجد حقيقي ۷ بحيث أن .x.y=l‏ 
آو آن 
)9( 13 كنت x‏ < 2 فان × تمتلك نظير ضربي. 
)8( (والمكافئة لها (9)) تکون صادقة أحيانا وكاذبة أحیانا آخری. فإذا كانت 
× = -4 قان )8( تکون صادقة لأنه یوجد عدد حقيقي y‏ = - 14 حيث أن X‏ 
| = ۷. . و(8) صادقة أيضا عندما x‏ = 3 لانه في هذه الحالة یکون مقدم 
)8( کانبا. ولکن إذا كانت x‏ = 0 فان (8) تکون كاذبة لان مقدمها یکون 
صادقا بینما تالیها كاذبا لعدم وجود عدد حقيقي y‏ بحیث أن 1= 0.۷ . 
سنعطي الآن التعریف التالي : 
لیکن ,0 تفسیرا للصيغة © ولتكن 0 ذات n‏ من المتغیرات الحرة 
م ,... ,2× .× ولتکن (2 ,... (aa,‏ = ,2 نونیه مرتبه ننتمي إلى الموجو عه 
الشاملة M‏ للتفسیر ,0. تقول أن |8 تحقق » اذا آلت » إلى قضية صادقة 
في Ol‏ كلما فسرت 0 في ,0 وذلك بتفسیر کل متغیر حر ;× على أنه 2 . 
ان كل مما يأتي هو تفسیر للصيغة )7( في O,‏ : 
(1) 13 كنت 2 > -4 فانه یوجد عدد حقيقي y‏ بحیث أن -4 . ۷ = | 
)2( إذا كنت 2 > 3 فانه یوجد عدد حقيقي y‏ بحیث أن 3 ۰ ۷ 2 1 


)3( إذا كنت 2 > 0 فانه یوجد عدد حقيقي y‏ بحیث أن 0 . ۷ = | 
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وکما دکرنا اعناه فان )1( و )2( صادقتين: آما )3( فكاذبة. هنا 
نقول أن -4 تحقق الصیغة (7) في ,© وکذلك بالنسبة 3ء آما 0 فلا بحقق 
الصيغة (7) في 0. 
التفسیرات التي مرت بنا لحد CNY‏ كاتت عددية» أي أن مد؛ها 
مجموعة عددية. ولکنه لیس من الضروري أن یکون النفسبر عددیا. سوف 
نقوم بانشاء تفسيرات تكون مشابهة إلى جداول الصدق في حساب القضایا. 
لنفرض أننا نرید إيجاد تفسیر تکون فيه الصيغتين 
(3x) (K, ^ L)‏ )1( 
@)(L.AN‏ 02 
صادفتین» اما الصيغة 
(3x) (K, ۸ N.)‏ )3( 
فكاذبة. 
حتى تكون )3( كاذبة في التفسير Ni)‏ ,ہا ,رک O; = (Mi,‏ فإنه 
يجب أن لا یوجد عنصر ,2 في ,1۷1 بحیث يمتلك الصفة K,‏ ویمتلك الصفة 
N,‏ 
وحتی تكون کل من )1( و )2( صادفة فانه لا يجب أن لا تکون اي 
من K;‏ ہا N,‏ خالية (أي يجب أن توجد عناصر تنتمي إلى ,1۷ وتمتلك 
الصفات K,‏ ,اء ,ل(). وهکذا فإن N,‏ يمتلك عنصرین على الاقل. 
لیکن {bı} = Nia (a) , b,}= L,« (a,) = K,« (a, ,bi)= M,‏ 


175 


هذه الحالة یمکن وضعها على شکل جدول صدق كما يلي : 
Mı, = ) a, bı }‏ 


لشكل (1) 

نلاحظ من الجدول أن الصيغة )1( صادقة في ,0 لان Kia,‏ و 
,1.3 صادقتين. الصيغة )2( صادقة في O,‏ لان L ib,‏ و N bi‏ صادقتين. 
ولكن الصيغة )3( كاذبة لعدم وجود €M;‏ × بحيث أن كل من ×× و 
M x‏ صادقة. 
4 صدق وکذب الصیغ في حساب المحمولات 

الصيغة 0 في حساب المحمولات تكون صادقة أو كاذبة في تفسير 
O,‏ إلى 0 ولقد قمنا في الفقرة السابقة بتوضيح كيفية تحديد صدق أو كذب 
الصيغ في حساب المحمولات بواسطة الأمثلة وسنقوم الآن بإعطاء تعريف 
التحقق' وکذا تعريف صدق وكذب الصيغ. 

لقد مرت بنا قواعد بناء الصيغ في حساب المحمولات وهنا نذكر بان 
هذه الصيغ اما أن تكون صيغ ذريةء أي تتكون من متغير محمول وحدودء او 
أن تكون صيغة مركبة بواسطة استخدام الروابط» أو صيغا مكممة باستخدام 


المكممين بالطريقة الذي ذكرناها. 


' Satisfaction 
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اولا : الصیغه » ذرية. 
إذن 0 ستاخذ الشکل : Ktita... ta‏ حيث ما ,... ہوا ,ہا هي 1 من الحدود. 
ولیکن K,‏ هو تفسیر K‏ في ,0 ولتکن ما ,... ,و ,1 هي تفسیرات ,ما ti,‏ 
با ,... على الثرئیب. إذن النونية المرتبة (t'i, U, ..., U.)‏ = ره تحقق ,0 
في () ادا وفقط إذا کان كل من ما ,... ہوا ,۱ يمتلك الصفة .K I‏ 

في حالة عدم امتلاك ‏ لاية متغیرات = G‏ أي في حالة کون 0 
قضية فان تفسیر 0 لا یعتمد على ,2. وهكذاء فاما أن كل نونية مرتبة تحقق 
0 أو عدم وجود نونية مرتبة تحقق 0. 
ثانيا : الصيغة 0 مركبة من الصيغتين B‏ و y‏ باستخدام الروابط. 

لتكن (م'8 ,... ,3'2 ,رٴ8) > ,2 نونیة مرتبة نتتمي إلى MI‏ المجمو Ac‏ 
الشامله للتفسير ,0. عندنا الحالات التالية : 


ا هي 8[ 
al‏ تحقق 0 في التفسير ,0 إذا وفقط إذا كانت ,2 لا تحقق B‏ في ,0. 
2 د هي Y v P‏ 


O, تحقق © في التفسیر ,0 لذا وفقط لذا كانت ,2 تحقق 8 في‎ al 
.0 أو بج تحقق 7 في‎ 
Y ۸ B هي‎ 0» .3 

0, في‎ B تحقق 0 فی التفسير ,0 إذا وفقط إذا كانت ,2 تحقق‎ a) 


و ,2 تحقق ۷ في ,0. 
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Ü — y هی‎ » .4 

a,‏ تحقق ,0 في التفسیر ,0 اذا وفقط إذا كانت a,‏ لا ت تحثق B‏ في 
0 أو aí‏ تحقق Y‏ في 0. 
5. 0 هي 7 @ Ü‏ 

86 تحقق 0 في التفسیر ,0 إذا وفقط إذا كانت ,3 تحقق B‏ و 7 في 
,0 أو رج لا تحقق B‏ ولا تحقق ۷ في 0. 


مثال 
فی التفسیر المعرف فی الشکل 7 (a, ci)‏ تحقق (b, » ]Lxy‏ 
ره تحقق Kx v Lxy‏ ۰ (رہ (pi, aí,‏ تحقق Kx — Lyz‏ و (a, Ci, bi)‏ 


. Kx Ə (Ky v Lxz) تحقق‎ 
(3x) B آو‎ (Vx) B هي‎ o : ٹالٹا‎ 

لتکن b)‏ ,مه ,... ,ده (ay,‏ = ره . (الصيغة ‏ یمکن أن تمتلك x‏ 
کمتغیر حر. bi‏ تعوض X‏ في التفسیر ادناه) 
ا هي 8 (Vx)‏ 
2۱ تحقق © في التفسیر ,0 اذا وفقط اذا كانت 2 تحقق 8 من أجل جمیع 
.bi € Mı,‏ 
2 هي (3x) B‏ 
ره تحقق 0 في التفسير ,0 13 وفقط اذا كانت ,2 تحقق B‏ من أجل بعض 
Mı‏ € رتا۔ 
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تعریف (1) 
لتكن ۵ صيخة ذات n‏ من المتغیرات الحرة على الاکش» ,© تفسیر الصيغة 
0 ر Mi‏ هو المجموعة الشاملة إلى O,‏ . 
۱ تكون صادقة في ,0 إذا وفقط اذا كانت كل نونية مرتبة من العناصر 
المنتمية إلى M.‏ تحقق 0. 
2 تكون عالبة في O,‏ إذا وفقط إذا لم توجد نونية مرتبة من العناصر 
المنتمية إلى Mi‏ نحقق ». 
تعریف (2) 
الصيغة G‏ تكون صحيحة TUK‏ إذا كانت 0 صادقة في كل تفسیر لها. 
الصيغ الصحيحة في حساب المحمولات تقابل الصیغ التكرارية في 
حساب القضایا. الصیغ التالية هي صحبحة : 
(Vx) (Kx — Lx) — ((3x) Kx — (3x) Lx) < (Vx) (K, v IK.)‏ 
سنعطي امثلة توضيحية إضافية حول صدق الصیغ حيث التفسیر هو نفسه 
كما فی الشکل )2( أعلاه. 
مثال (1) لناخذ الصيغة 
( وبا ك (Vx) (KX‏ )1( 
نعلم أن الصيغ المکممة UW‏ تكون صادقة في تفسیر :0 اذا وفقط إذا 
كانت صادقة من أجل کل العناصر × المتتمية إلى المجموعة الشاملة ٧1,‏ . 


هنا عندنا 3 حالات : X‏ هي 2 ء bi‏ أو . 


! ۔‎ Univecsally valid 
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a= x 1‏ 
ہما أن 1,4,4 كاذبة ((,ع) a=‏ )۰ إذن |Laa‏ تكون صادقة. وإذن عندما 
x‏ = بج فان الصیغه التالية صادقه : 
(ماا جه (Kx‏ )2( 

bı = x 2‏ 
هنا الصيغة )2( تکون صادقة ایضا ذلك أن مقدمها × یکون کاذب. 
Ci = X .3‏ 
هذه الحالة مشابهة للحالة 1 ذلك أن L ia,‏ كاذبة وبالتالي تکون الصيغة )2( 
صادقة. 
إذن الصيغة )1( صادقة في ,0 . 

نستطيع الأن اعطاء التلخیص انناه. 

الصيغ المکممة (Vx) © UK‏ تکون صادقة فی نفسیر ,0 إلى 0 اذا 
وفقط إذا كانت 0 صادقة من أجل کل تفسیر إلى x‏ في O,‏ . 

الصيغة 0 (Vx)‏ تكون كاذبة في تفسير ,0 إلى 0 إذا وفقط اذا 
كانت » كانبة في تفسیر ,0 من أجل تفسیر ما الی ‏ في ,0 . 

الصيغة لمکممة وجودیا 0 (Bx)‏ نکون صادقة في نفسیر ,0 إلى 
0 إذا وفقط 13 كانت 0 صادقة في ,0 من أجل تفسیر ما إلى x‏ فی ,0 . 

الصيغة المکممة وجودیا 0 (×3) تکون کاذبة في تفسیر ,0 إلى 0 


إذا وفقط إذا کانت ‏ كاذبة في كل تفسیر إلى X‏ في ,0 . 


180 


4 تمارین 


(i)‏ ترجم إلى لغة حساب المحمو لات كلا من القضایا التالية. 

)1( جمیم الطلبة ینقدمون إلى الامتحانات. 

)2( بعض الأحياء نباتات وبعض النباتات مفيدة. 

)3( ليست کل المعادن ثمينة. 

)4( 13 کان بعض الطلبة أكبر سنا من أحمد فان احمد أکبر سنا من سالم. 
)5( بعض الاطفال الذين یذهبون إلى مدارسهم یکونون مرفوقین بأمهاتهم. 
)6( کل طبيب أكبر سنا من علي یکون أيضا أكبر سنا من بعض المرضی. 
)7( جميع الابقار ندییات. 

)8( لیس کل الطلبة یحتاجون إلى الراحة. 

)9( بعض النباتات ليست سامة. 

)10( بعض الطلبة یفضلون المنطق وبعض الطلبة یفضلون التاریخ. 

)11( کل طالب أكبر سنا من كريم یکون أكبر سنا من فائزة أيضا. 

)12( لا آحد اطول من نفسه. 

)13( أي طالب بحترم کل أستاذ یحترم نفسه ایضا. 

(14) بعض اصدقاء حامد فوضویون. 

)15( اذا كان بعضهم أكبر سنا من أحمد فان جمیم الطلبة آکبر سنا من علي. 
)16( سالم يحب كل شيء. 
(17) كل شيء يحب نفسه. 
)18( بعض الأشياء تحب نفسها. 
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)19( 13 کان سالم يحب نفسه فانه يحب بعض الاشیاء. 
)20( 13 کان سالم لا يحب نفسه فانه لا يحب أي شيء. 
)21( بعض الاعداد الصحيحة تکون من مضاعفات العدد 5. 
)22( کل عدد صحیح له نظیر جمعي. 


(ب) ترجم کل من الصيغ التالية إلى اللغة العادية باستخدام تفسیرات الحدود 
و المحمو لات المذكورة ادناه. 

الحدود: 2- أحمدء 0- باسم. 

المحمو لات: 

.۷ مسألة في الامتحان‎ x—-M,y 

x—1,‏ امتحان. 

1 رجل. 

۷ -× امرأة. 

.y يحل‎ ×- 

(3x) (3y) (I, A My, A Tey) — )32( :ا)(30)‎ A Mu: A Tou) (1) 
(3x) ((R, A (3y) (Vz) (l, ۸ My, > 7 ((و,‎ (2) 

(ج) أنشئ شجرة كل صيغة مما يأتي مبتدئا من الصيغ الذرية. 
)1( ((ہہا — (Vx) (M, — (3y) (R,‏ 

(Vx) ((3y) ((Mzy A K,,,) — (Mnx A ((لمگ‎ (2) 

(3x) (VyXL, A Ly — R,y) A (L, V R,y))) (3) 

)3( في كل من الصيغ التالية ضع خطا تحت المتغیرات الحرة. 
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(Vx) Rx A (M, V Ly) (1) 

(3x) (M,, A Ra, A Lay) (2) 
(vy) ((3x) M,y > (ہہا‎ (3) 

M, V L,y — (3x) (R, A M.) (4) 
(Vx) Px ج‎ (0, (5) 


(Px A Qxy) — (Vx) (R, — P.) (6) 


(ه)جد لكل من الصيغ التالیه تفسیرا تکون فيه الصيغة صادقة وتفسیر آخر 


تكون فيه كاذبة : 

(V) (K, ^ L) > M) (1 
K^ (3) (K, ۸ ÎLxp) (2 
(3) (K^ ]L,)A )۷,( (Ny > لېا‎ (3 
(V) (K, > L..)> G) (Ky ANy (رماا۸‎ (4 


(V) (V) (Rxy v Ryx) ^ )٧ (32 Ray A (V,) رت‎ ۱۳۷ 5 


(و)جد لکل من المجموعات الصيغ التالية تفسیرا تکون فيه الصيغة الأخيرة 
كاذبة وبقية الصیغ صادقة : 

(V) (K, > Lx), )3,( (K, A Lx ) 0 
)۷,( (K, ,لاه‎ Ka, ]L, (2 
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(V) (K, => دما‎ (V) (3) L, (3) ما‎ 
(V) (Vy) (Kx, ^ Ky) => K [G,.y) 

(3) (Kx A IL) 
(V) (K, -< (3y) (Ky ^ الم)/آ(‎ 
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(4 


الفصل الخامس 


Natural Deduction of الاستنتاج الطبيعي لحساب‎ 
Predicate Calculus لات‎ 1 


5. 1 البراهین الصورية في حساب المحمولات 

يمكن بسهولة توسیم الاستنتاج الطبيعي لحساب القضابا إلى الاسنتتاج 
الطبيعي لحساب المحمولات. فجمیم قواعد الاشتقاق في الأول تطبق في 
الثاني. ولکنه من أجل التعامل مع المکممین؛ یتم إدخال 4 قواعد اشتقاق 
جديدة» كما أن تعریف البرهان الصوري الذي مر بنا يصح في الاستنتاج 
الطبيعي أيضا. 

قبل أن نعطي القواعد الاربعة الجديدة سنتوقف عند التعریف التالي: 

اذا كانت » صیغه» X‏ متغیر» 2 حد فان (a / x)‏ » تكون صيغة ناتجة 
من » ودلك باستبدال کل ظهور حر للمتغیر × بواسطه ۵. 
مثال 1: لتكن » هي الصيغة L,,)‏ ج (Vy) (M,‏ سنجد الصيغ الناتجة من به 
بو اسطة الاستیدالات التالیة: ۰1 (۵1) »+ ۰2 (x / x)‏ 0. 
الحل: ۰1 .(Vy) (M, — Lyy) ۰2 (Vy) (M, — Lay)‏ 
مثال 2: لتك » هي الصيغة (×<ر)(ر3). سنورد آدناه بعض الحدود ویقابل 
کل حد نثيجة استبدال المتغیر × بهذه الحدود. 

0 (2/x) (3y) (y > 2) 2 
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7 (3y) (y > 2) a (z/x) 


27 (3y) (y > 27( a (2z/x) 
22 (3y) (y> 2 + 2( 0 (z + 2/x) 
x+z — (3y)(y>x+z) ه‎ (x + z/x) 
y (3y) (y>y) 0 (y/x) 


الصيغة (×/2)» تنص على أنه يوجد عدد اکبر من 2 و( /2)» تنص على أنه 
يوجد عدد آکیر من 2. ولكن («ال)ه تئص أنه يوجد عدد أكبر من نفسه. 
عندما يتم استبدال المتغير x‏ بواسطة y‏ فان y‏ يصبح ضمن نطاق المكمم 
(3y)‏ ويصبح مقيد. وبالتالي فان الصيغة (×/ر)» لا تقول عن y‏ نفس ما تقوله 
© عن ×. هذا النوع من الاستبدال لا يستخدم في حساب المحمولات ويمكن 
أن يقود إلى الخطأ. الاستبدال الصحیح يكون حسب التعريف ادناه. 

لیکن ×؛ y‏ متغيران» » صيغة» يستبدل x‏ بواسطة y‏ إذا وفقط إذا 
أصبح كل ظهور حر للمتغير × في » ظهور حر للمتغير y‏ في (×/ر)». 

في الصيغة o‏ المثال 2 لا يمكن استبدال x‏ بواسطة J‏ ولكن يمكن 
استبدال × بواسطة أي متغير آخر عدا .y‏ 

مثال 3 : لتكن © هي الصيغة : 

(Vy) (x < y) v )32( (y = z) 
؟‎ XI,y,Z,2x, x+y, 3+۷ : x أي من الاستبدالات التالية صحيحة إلى‎ 
: الجو اب‎ 


XI, Z, 2X 
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[. قاعده التكميم الكلي (تك.ك) Universal Quantification‏ 
(اضافة ال“ الکلی ( (Adding a Universal Quantifier)‏ 


قاعدة التکمیم الكلي (تك.ك) 


131 كانت © صيغة 2 حد» x‏ متغیر فان ©«( 9) تشتق من (a / x)‏ 0. 


. X يجب أن يكون عنصرا عشوائیا من مجموعة تعریف" المتغیر‎ a 


x (a /x) [— )۷×(» رمزیا تكتب:‎ 


O X) (gb) تخطيط القاعدة‎ 
(Vx)@ 


إن فكرة هذه القاعدة هي أنه 13 كانت م صادقة من أجل Qa‏ حیث أن 
a‏ عنصرا عشوائیا من مجموعة التعریف فان » تکون صادقة من اجل کل 
عنصر من مجموعة التعریف. والتسمية (إضافة المکمم الكلي) تبين أن ما 
نفعله عند استخدام هذه القاعدة هو (ضاقة المکمم الكلي و استبدال الحد 
العشو ائي بالمتغیر . 


Rule of Existential Quantification  )و.كت( قاعدة التکمیم الوجودي‎ .2 
(Adding a Existential Quantifier) (إضافة المكمم الوجود ي(‎ 


-١‏ مجموعة تعريف × هي المجموعة التي نختار منها الأشياء لاستبدال × بواسطتها. 
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قاعده التكميم الوجودي (تك.و) 


ادا كانت © صيغة؛ و X dx‏ متغیر فان 3:(0) 


>+ د فے 


تشتق من (a/x)‏ ». 


رمزیا نکتب: »(×3) سا( / (a‏ - 


a(a/ x) 


تخطیط القا عده (تك٠و): ê‏ 


إن فكرة هذه القاعدة هي أنه 13 كانت » صادقة من أجل a‏ من 
مجموعة التعریف. فانه یوجد X‏ الذي من أجله تکون » صادقة. و التسمية 
(اضافة المکمم الوجودي) تبين أن ما نفعله عند استخدام هذه القاعدة هو 
إضافة المکمم الوجودي و استبدال الحد بالمتغیر . 
ان ما نحتاجه اا ای ای وی ی 
مكممة من صيغ أخرى مکممة. ولهذا الغرض تتوفر UJ‏ قاعدتین. الأولی 
تطبق على الصیغ المكممة كليا وتسمی (لتخصیص الكلي) ولثانية تطبق 
على الصبغ المكممة جزئیا وتسمی (التمثيل الجزئي). 
3. قاعدة التخصيص ¿ASW‏ (تخ.ك) Rule of Universal Specification‏ 


(Elimination of Universal ( اف الب الکلی‎ ) 
Quantifier) 


قاعده التخصيص الکلي (تخ.ك) 


”>$ مسا 


اذا كانت » صیغة a‏ حدء × متغیر فان (a / x)‏ »© تشتق من ۷:(0). 


رمزيا نکتب: (a/x)‏ ۾ ا 0( ۷). 
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'خطط القاعدة انث .ك (Vx)a‏ 
1 (تخ.ك) «(a / x)‏ 


ان فكرة هذه القاعدة هي أنه 13 كانت » صادقة من أجل کل x‏ من 
مجموعة التعریف» فان ¿a (a / x)‏ تكون صادقة من اجل أي a‏ من مجموعة 
تعریف ×. والتسمية (حذف المكمم الکلی) تبين أن ما نفعله عند استخدام هذه 
القاعدة هو حذف المكمم الكلي واستبدال المتغیر باي حد. تسمی هذه القاعدة 
أيضا (التمئیل الكلي). 
مثال1 : كل الحيتان ثديية. لا واحد من الثدييات يكون سمك. إذن لا سمكة 
تكون حوت. 
الحل: المحمو لات الذرية 
x‏ يكون حوت: H,‏ › × يكون شيي: (L,‏ × يكون سمك: ,5. 


الترجمة 
المقدمات (Vx) (L, — |S.)‏ ,(ہا > )٥,( (H,‏ 
النتيجة (V) (S, +> |Hx)‏ 
البرهان 
٢ (vəƏ)(H,— L) e‏ 011 
7 18 ج (V) (L,‏ 22 21 
(a / x)‏ ,آنخ.ك H, — L,‏ 3 ز(ا) 
عکس النتیض ,11 ج ما[ .4 ( 
(a / x)‏ ,متخ.ك م5[ > ہا 5 2 
,5 عکس النقیض S,— ]L,‏ 6 2) 
6 ,4القیاس الشرطي H,‏ ] ج S,‏ 7 (2 ,۱1 
,تل .لك (Vx)XS,— 1H»)‏ 8. 0.21 
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مثال 2 : کل الاسماك تنتفس بالغلاصم. السلحفاة لا تتنفس بالغللصم. إذن» 
السلحفاة ليست سمکه. 


الحل: المحمو لات الذرية 

x‏ یکون سمکه: x ۰ S,‏ ینثفس بالغلاصم:,11. 

الحدود 

السلحفاة: د. 

الترجمة 

(Vx) (S, ج‎ B), |H, المقدمات‎ 

Is. النتيجة‎ 

البر هان 

( ٢ (vx)(S, م ډناب‎ 
)2( 2 17 1 
ا‎ 3. S,— H, I, (a / x) تخ.ك‎ 
01,24 4 ]s, 2,3 نفي التالي‎ 


مثال 3 : كل أساتذة الجامعة مثتفون. ناصر أستاذ جامعة. إذن؛ یوجد أستاذ 
جامعة منئتف. 

الحل: المحمولات الذرية 

.©, يكون متقف:‎ x (P, یکون استاذ جامعة:‎ x 

الحد 


ناصر : ۰11 
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)۷,( (Px — Cx), Pn المقدمات‎ 


(3.) (Px A Cx) النتيجة‎ 
البرهان‎ 

ll) 1. (vx)(P, — C.) 3 

(21 2. P, ° 

{1} 3 P, — C, ,اتخ.ك‎ (n / x) 
)1,2( 4. C. ,2الوضع‎ 3 
)۱, 2۱ 5 P, A C, ,2العطف‎ 4 
(L2 .6 (۳۸00 ,نك و‎ 


Rule of Existential 10560003009 قاعدة التمئیل الوجودي (تم.و)‎ .4 
(Elimination of Existential 


(حذف المکمم الوجودي) Quantifier)‏ 


قاعدة التمثیل الوجودي (تم.و) 


امد مھ 


ادا كانت » صینعة: 2 حد × متغیر فان (a / x)‏ 0 تشتق من »(×3). 


.)2«(0 |— » (a / x) رمزیا نكتب:‎ 


تخطیط القاعدة (تم۔و): رس 
a(a/ x)‏ 

ان فكرة هذه القاعدة هي أنه إذا كانت »(×3) صادقة فإن e (a / x)‏ 

تكون صادقة من أجل حد واحد على الاقل من مجموعة التعريف. والتسمية 
(حذف المکمم الوجودي) تبين أن ما نفعله عند استخدام هذه القاعدة هو حذف 


المكمم الوجودي و استیدال المتغیر لحد. 
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مثال1 : بعض الریاضیین أساتذة جامعة. کل أساتذة الجامعة منقفون. اذن» 
بعض الریاضیین مثقفين. 

الحل: المحمو لات الذرية 

.C, منقف:‎ × (P, أستاذ جامعة:‎ × ۰ S, رياضي:‎ x 


الترجمة 
المقدمات (Sx A P), (Vx) (Px — Cx)‏ ),3( 
النتيجة (S, A CO‏ (,3) 
البر هان 
PJ) °‏ ہی وی .1 (1) 
a‏ رہ > (vx)(P,‏ 2 )2 
5۸۲۰۰٢ l, (a/ x)‏ .3 [1) 
,1 التبسیط کر 4 و I‏ 
(× /4) ,2تخ. ك یم حم 5.5 (2) 
5 ,4الوضع 6 6 (1,2) 
,3التبسيط Sa‏ .1 35 
6,7العطف S.A Ca‏ .8 }2 ,1) 
,نك .و (3x)(S.A C)‏ .9 (1:2) 


سنعطي الان أمثلة عامة على البراهین الصورية لصحة صور الحجج 
في حساب المحمو لات. 
مثال 2 : جمیع الافیال لبونة. بعض الافیال مشاکسه. إذن» بعض اللبائن 
مشاكسة. 
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المحمولات الذرية 
× فيل : K,‏ »لبون : ,ا ء × مشاکس : M,‏ 


الترجمة 
المقدمات (V) ) K, — L.) , (3,) (K, ^ M.)‏ 
النتيجة (L, A Mx)‏ ).3( 


نستطيع أن نطبق قاعدة التخصيص الكلي على المقدمة الأولى وقاعدة 
التمثيل الوجودي على المقدمة الثانیةء ولكننا هنا يجب أن نكون حذرينء فاذا 
طبقنا (تخ.ك) أولاء فإننا نحصل على K, + L,‏ » حيث a‏ عنصرا عشوئبا 
من مجموعة التعريف. ولكن ۷ یمکننا الافتراض أن هذا العنصر المعين a‏ 
هو أيضا عنصر تكون من أجله K, A M,‏ قضية صادقة. ان المقدمة الثانية 
(K, ۸ M.)‏ (,3) تضمن وجود على الأقل عنصر واحد من مجموعة 
التعريف يمتلك الصفتين التاليتين معا : يكون فيل ويكون مشاكس» ولكن لا 
يمكننا الافتراض أن يمتلك هاتين الصفتين. 

ومن أجل تجنب هذه المشكلة فإننا نقوم بتطبيق القاعدة تم.و أولا. ان 
المقدمة (K, ۸ M,)‏ (,3) تسمح باشتقاق K, ۸ M,‏ من أجل 8 من مجموعة 
التعريف. اما المقدمة (ہ] ج K,‏ ) (,۷) فتسمح باستبدال قيم المتغير × في 
,1 ج K,‏ باي عنصر من مجموعة التعريف والحصول على قضية صادقة۔ 
وعلى وجه الخصوص يمكننا استبدال X‏ بواسطة د والحصول على 
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ما ج K,‏ . ولکن يجب أن نتذکر أن 2 لیس عنصر عشوائې» وإنما أحد 


البر هان 
(V.,) ( K, — Lx)‏ 
(K, ۸ Mx)‏ ),3( 


سے نڅ نیا P+O‏ ہا ہی لح 26 x‏ 
= = 


(3.) (Lx ^ Mx) 


(الافیال المشاكسة). 


تك.و 8 


إن كون 4 ليس عنصر عشوائي من مجموعة التعريف لا يسمح لتا 
بتطبیق نك .ك على L, A M,‏ لاشتقاق (V,) (L, ۸ M,)‏ . 


منال 2 


الأساتذة والاستاذات بحبون الطلاب. الاستاذ حافظ لا يحب سلمان. لا أستاذة 


تحب حمید. نوال أستاذة. اذن» لا سلمان یکون طالب و ۷ حمید یکون طالب. 


الحل: المحمو لات الدریه 


N,y :۷ يحب‎ x <S, یکون طالب:‎ × R, تکون استاذة:‎ x P, يكون أستاذ:‎ x 


الحدود 


حافظ: ch‏ سلمان: 0 حملد : ¿Q‏ نو ال: ۰۳ 


ا 
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المقدمات 
(Vx) ((P, ۷ R.)— (Vy) (S,—> N,y)), ۲ A] Nm, (Vx) (R.—] N.o), R,‏ 
النتيجة م6 |[ 15۸ 


البر هان 
(Vx)X(P,VR,)—(Vy)(S,—N,y)) 3‏ 1 ;1( 
A 6۷ ë‏ ۲ 2 (2) 
° )لأ > (Vx) (R,‏ 3 [3) 
d 4 R. 2‏ 
(r / x)‏ ,قتخ. ك R,— |N,‏ ۹ 3) 
5 ,4الوضع [1 6 3.41( 
(r/x)‏ ماتغ. لك — (PVR) >» (Vy) (Sy, > N‏ 7« (0 
,4الجمع P, V R,‏ 8 4۱) 
8 الوضع (Vy) (S, > Nr)‏ و ۰ 04 
(0/10),فتخ. كه ورلط ج م5 0 (1.4) 
0,فی التالي م5 1 .1⁄1 )134( 
(h/ x)‏ راتخ. ك  (Vy) (Sy > N)‏ جني ((P, V‏ ھا (1) 
,2الجمع f2) 3 P, V Rh‏ 
13 ,12 الوضع (Vy) (S, Ə Nay)‏ 4 1,2) 
Nm  %|.2314, (m / y)‏ جہ Sm‏ ۰ 2 ,1] 
5 ,2نفي التالي Sm‏ .16 )12( 
6 ,11 العطف | 180۸ 17 )1.2,34[ 


5 2 البر هنة علی خملا صور الحجح Proving Imvalidity ٤‏ 


Argument Forms 


(طر بقة المثال -المضاد ) 
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لقد استخدمنا طربقة المنال-المضاد في حساب القضایا للبرهنة على 
أن صورة حجة ما خاطئة. US,‏ نعلم فان هذه الطريقة تقوم على ایجاد 
تعيين فيم صدق للمتغیرات القضائية بحیث تکون جمیم المقدمات صادقة 
و النتيجة كاذبة. سوف نستخدم طريقة مشابهة تقوم على نفس المبدا لبر هنة 
خطا صورة حجة في حساب المحمولات» حيث تحوي متدمات صورة 
الحجة ونتیجتها على المکممین V‏ ,3. الطريقة المشابهة تقوم على ایجاد 
مجموعة تحوي على قيمة واحدة على الأقل للمتغیر تکون من أجلها صورة 
الحجة خاطثة. أي تکون جمیع المقدمات صادقة و النتيجة کاذبة. أي آننا: 
!) تجد صورة الحجة الناتجة من تعویض المتغیر بقيمة واحدة ولتکن ہا 
ونحاول إثبات خطا صورة الحجة في هذه الحالة. حسب تعریف المکممین 
یکون: 
P, , (3x) P, > P, (Vx) P, ©‏ 
اذا لم نثبت خطا صورة الحجة في هذه الحالة فننتقل إلى الحالة الثانية أدناه. 
2( نجد صورة الحجة الناتجة من تعويض المتغیر فی صورة الحجة المعطاة 
بقيمتين ولتکن را ودا ونحاول إثبات خطا صورة الحجة. في هذه الحالة 
وحسب تعریف المکممین یکون: 
ج> (3x) P, — P. A P,, (Vx) P,‏ , ری ۲۲ 


وإذا لم نثبت خطأ صورۃ الحجة فننتقل إلى الحالة الثالثة أدناه. 
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3( نجد صورة الحجة الناتجة من تعویض المتغير في صورة الحجة المعطاة 
بثلاثة قيم ولتکن ؛؛ وجا ودا ونحاول إثبات خطا صورة الحجة. في هذه 
الحاله وحسب تعریف المکممین یکون: 

۲۲ ۷ Pr ۷ Pr, , (3x) P, ت‎ 2 A Pe A ٢ (Vx) P, ې‎ 

4( بشکل عام. 13 کان عدد قيم المتغیر الماخوذة ى أي t... tk‏ ,ا فإذن 
یکون : 


Pr دو د ده‎ P. (Vx) P, — 


۱ 
P, v P,, v...v P, (3x) هې بط‎ 

مثال: لنأخذ الحجة 

كل الأبقار ثديية. كل الحيتان ثدبية. إذن» كل الأبقار حيتان. 
المحمولات الذرية 

H, حوت:‎ X 
T, : نديي‎ x 


C, بكرة:‎ × 


المقدماث (Vx) (H, —⁄oəeT,)‏ ,را > (Vx) (C,‏ 
النتیجھ (Vx) (C, > H.)‏ 
سنحاول البرهان على خطأ صورة الحجة هذه باستخدام المثال-المضاد. 
لیکن t‏ هو قيمة المتغير الذي نحاول إثبات خطا الحجة من اجله. وهکذا 


تكون: 
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المقدمات 
مه T,‏ — ہنا تمه ,رآ H,‏ 


۳ 
C, — H, B: 

قبل أن نبدأ بالبرهنة على خطأ الحجة نشير إلى أنه یمکننا أن نستعیض عن 

القضية ,© بالرمز K‏ و T,‏ بالرمز L‏ و H,‏ بالرمز M‏ وهكذا نستطيع 


اعادة كتابة صورة الحجة كما يلي: 


0۱: K — L, :وه‎ M المقدمات اج‎ 
۵۰ K+ M النتيجة‎ 


وبهذا حولنا صورة الحجة الى لغة حساب القضايا. یمکننا استخدام ما كنا 
نستخدمه من أسلوب لبر هنة على خطثها. 

الآن للبرهنة على خطأ صحة الحجة وباستخدام طريقة المثال-المضادء نأخذ 
النتیجة H,‏ ج »€ کانبة. انن» يجب أن تكون C,‏ صادقة و H,‏ كاذبة. 
حتى تكون ,.» صادقة as‏ أن ,0 صادقة فيجب أن تكون T,‏ صادقة. وه 


صادقة وذلك لان H,‏ كاذبة و T,‏ صادقة. إذن السطر المطلوب هو: 


سم | [|e [|e‏ 
العمود الأخير من الجدول یبین انه» من المقدمتین ,© ويه لا نتتج النتيجة8. 
إذنء صورة الحجة هذه خاطئة و هکذا تکون الحجة الاصلية خاطئة. 
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يحدث أن تکون صورة حجة صحيحة في حساب المحمولات من أجل 
قيمة واحدة للمتغيرء ولهذا علينا الانتقال إلى الحالة الثائية أي محاولة برهان 
خطئها من أجل قيمتين للمتغير كما هو في المثال أدناه. 
مثال: لناخذ الحجة التالية 
كل الأبقار ثدييات. بعض الحيتان ثدييات. لذن» كل الأبقار حيتان. 


سنجد صورة الحجة باستخدام نفس رموز المثال السابق. 


(Vx) (C, > T), (3x) (H, A T.) المقدمات‎ 
(Vx) (C, > H.) النتيجة‎ 


عند التعويض بقيمة واحد ‏ للمتغير × تكون صورة الحجة هذه مكافئة إلى 
صورة حجة صادقة والتي مقدماتها الاولی » : C, — T,‏ ومقدمتها الثانية 
مه : H, AT,‏ ونتیجتها: H,‏ ج C,‏ بوذلك لانه اذا حاولنا اعطاء مثال- 
مضاد فسنصل إلى طريق مسدود كالتالي: ناخذ النتيجة: ,11ج C,‏ 
كاذبة. إذن ,0 يجب أن تكون صادقة و H,‏ يجب أن تكون كاذبة. حتى 
تکون ۱ صادقة وبما أن C,‏ صادقة فيجب أن تكون +1 صادقة. حتى 
تکون ده صادقة فیجب أن تکون H,‏ صادقة و T,‏ صادقة. وهنا وصلنا 
إلى طریق مسدود ( H,‏ يجب أن تکون كاذبة و H,‏ يجب أن تکون صادقة 
في نفس الوقت). وإذن صورة الحجة تکون صحيحة من أجل قيمة واحدة ا 
للمتغیر x‏ ننتقل الان إلى الحاله الثانية وهي التعویض بقيمتين للمتغیر . 
نحصل على صورة الحجة التي مقدماتها : 
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)H,, ۸ (۷ )81, AT, J, ox: (C,, —T.)A(C, — T, o: ( 

ونتیجتها : 

)) >H, )A(C, —H, B: ( 

سنبرهن خطؤها وذلك باعطاء مثال-مضاد کالتالي. نأخذ النتيجة كاذية» إذن 
يجب أن تكون إحدى معطوفتیها على الاقل کاذبة. لناخذ المعطوفة الاولی 
کاذبة. إذن يجب أن نکون C,‏ صادقة و H,‏ کانبة. ولتکن C,,‏ و H,,‏ 
صادقتین. حتی تكون:» صادقة فیجب أن تکون ÚW‏ معطوفتیها صادقتین. 
Lus‏ أن C,‏ صادقة فیجب أن تكون ,1 صادقة. وبما أن C,,‏ صادقة 
فیجب أن تکون ,۲ صادقة. حتی تکون هم صادقة فیجب أن تکون إحدى 
مفصولتيها على الاقل صادقة. وبما أن ,و ,۲ صادقتین فاذن ي» تکون 


صادقة. هکذا تکون صورة الحجة خاطنه. السطر المطلوب هو : 


1 T, |H 


العمود الاخیر من الجدول يبين انه» من المقدمتین ,» ویب لا تنتج النتيجة 8. 
إذنء صورة الحجة هذه خاطئة و هکذا تکون الحجة الاصلبة خاطتة. 

إن طريقة المثال-المضاد للبرهنة على خطا صور الحجج في حساب 
المحمو لات تكون عملية عندما نکون عدد قیم المتغیر الماخوذة لیس أكثر من 
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ثلاثة. بالنسبة إلى صور الحجج التي تحوي على اکثر من مکمم واحد فیمکتنا 
تکییف نفس الطريقة (المثال -المضاد) وبسهولة. المثال التالي يبين ذلك. 


مثال 

0۱: (3x) (Vy) (M, — Lx) المقدمات‎ 
a2: (Vy) (32) (Ly + N») 

۵: (Vx) (32) (M, — النتيجة زلا‎ 


سنحاول البرهان على خطأ صورة الحجة بواسطة المثال-المضاد. صورة 
الحجة هذه تؤول إلى صورة صحيحة عند التعويض بقيمة واحدة ,ا للمتغير X‏ 
و هی صورة الحجة التالية: 

L, Ny, M, 3Le المقدمات‎ 

M, 2N, النتيجة‎ 

صورة الحجة الأصلية تؤول إلى صورة حجة خاطئة عند التعويض بقيمتين 
١ا‏ ودا للمتغیر x‏ والتي مقدماتها | 

o: ((‏ نآ )A(M,‏ بر JACM, — L, (۷ (M,‏ رو رر 
(( نه JL, ƏN, )A(L, >N, )A(L, -+ Ng (۷ (L, — N,‏ 
ونتیجتھا : 

JM, +N, )A(M, — N (A((M,, -< 7۷ ۷)۸۸۲(ی‎ — N, B: (( 
المتال- المضاد يوضحه السطر المطلوب سے‎ 


M, ۷ 


TITLE. FE.‏ ارا یط لب لا 
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العمود الأخير من الجدول یبین 43¿ من المقدمتین © ود لا تنتج النتیجةم. 
vO3‏ صورة الحجة هذه خاطئة و هکذا تكون الحجة الاصلية خاطئة. 
5. 3 العلاقات Relations‏ 

عند تمرضنا لمفهوم المحمول (الفترة 4. 2) ذکرنا آن المحمول 
متعدد المواضع (اثنان او اکثر) يمثل علاقة والحقيقة أن العلاقات هذه من 
المو اضیم الهامة في المنطق. سنقوم بدراسة العدید من خصائصها وسنتعامل 
مع العلاقات الثنائية أو المحمولات الثنائية. 
لتكن R‏ علاقة مجموعة تعریفھا :M‏ 
1( العلاقه الانعكاسية Reflexive Relation‏ 
العلاقه R‏ تسمی انعکاسیه على M‏ إذا وفقط اذا كانت (Vx) R,,‏ 
علاقة المساواة )=( المعرفة على مجوعة الاعداد الحقيقية تكون انعكاسية 
وذلك لان کل عدد يساوي نفسه x)‏ = ). 
2( العلاقه غير الانعكاسية Irreflexive Relation‏ 
العلاقة R‏ تسمی غير انعكاسية على M‏ 13 وفقط 13 كانت (Vx) ]R,,‏ 
علاقة (اکبر سنا من) غير انعكاسية وذلك لأن أي شخص لیس اکبر سنا من 
3( العلافه المتمائله Symetric Relation‏ 


العلاقة R‏ تسمی متمائله على M‏ اذا وفقط اذا کانت(,, — (Vx) (Vy) (R,‏ 
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علاقة (معاصر الی) تمانلية وذلك لانه إذا کان x‏ معاصر إلى y‏ فان y‏ 
معاصر إلى «. علاقة (الأخوة) علاقة تماتلية ایضا وذلك لانه لذا کان x‏ اخ 
y‏ فان y‏ أخ ». 

Asymetric Relation العلاقه اللاتمائلية‎ (4 

العلاقة ‏ تسمى لاتمانلية على M‏ اذا وفقط اذا كانت 

(Vx) (Vy) (R, — | ويه‎ 

علاقة (أقصر من) المعرفة على مجموعة البشر لاتمائلية وذلك لانه إذا كان 
x‏ آقصر من ر فإن y‏ ليس أقصر من . 

5( العلاقة ضد تماثلية Antisymetric Relation‏ 

العلاقه R‏ تسمى ضد تمادلية على M‏ إذا وفقط اذا كانت 

(Vx) (Vy) (R,y A Ry) ج‎ x = y) 

علاقة أصغر أو يساوي )2( المعرفة على مجموعة الأعداد الحقيقية هي ضد 
تماثلية وذلك لأنه إذا کان العدد x < ys  < x‏ فان x= y‏ 

Transitive Relation العلاقه المتعدية‎ (6 

العلاقه R‏ تسمی متعدية على M‏ ادا وفقط اذا كانت 

(Vx) (Vy) (Vz) ((Rxy A Ry,) + R,;) 

علاقة (علی يمين من) علاقة متعدية وذلك لانه إذا كان x‏ على يمين y‏ ولا 
على یمین Z‏ فان × على یمین 2. 


Equivalance Relation علاقه التكافؤ‎ (7 
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تسمی العلاقة R‏ علاقة تكافو اذا وفقط إذا كان ۸ انعکاسية» متماثلة ومتعدية 
على .M‏ علاقة التساوي )=( المعرفة على مجموعة الاعداد الحقيقية هي 
علاقة تكافؤ. 

8( علاقھ الترتیب الجزني 1111001 Partial Ordering‏ 

تسمی العلاقة R‏ علاقة ترتیب جزئي 13 وفقط إذا كانت انعكاسية وضد 
تمائلية ومتعدية على ۰ علاقة أصغر أو يساوي )2( هي علاقة ترتیب 
جزئي. 

Connected Relation علاقه الترابط‎ (9 

العلاقة R‏ تسمی علاقة متر ابطه على M‏ اذا وفقط ادا كانت 

(Vx) (Vy) (R,, V Ryx V x = y) 

العلاقة أكبر من )<( المعرفة على مجموعة الاعداد الطبيعية تکون علاقة 


مترابطة لان کل عددیین طبیعیین × و بء ما بز > × أو ×> ر أو .x=y‏ 


مثال 1 
برهن أن العلاقة اللاتمانلية تکون غير انعکاسية. 
الترجمة 
ڼور (vx) (Vy) (R, — Ry)‏ 
النتيجة ا 1 (Vx)‏ 
البرهان 
Ry) °‏ > ہق 1٠١ (x) (vy)‏ (1) 
تخ.ك (a /x)‏ ,ا مہ[ — (wy) (Ray‏ 22 (ا) 
تخ.ك R.— Ra 2, (a / y)‏ 3 )( 
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,13 سنلز ام Roa‏ ۷ مر[ .۱ 
,4تحصیل حاصل ۱:۳ 5. (1) 
(Vx) 1R 0‏ 6 ( 


مثال 2 : برهن أن الحجة التالية صحيحة. 
كل أب أكبر تجربة من کل ابن. احمد لیس أكبر تجربة من علي الابن. إذن 


احمد لیس أيا. 
المحمولات الذرية: x‏ يكون آب,8 x‏ يكون ابن-,5» x‏ اکبر تجربة من ل 
تا ۰ 
الحدو د : حمد-ج علي ۰ 
الترجمة 
المقدمات A S,‏ م5( (vx) (Vy) ((Fx A Sy) 3 Exy),‏ 
النتيجة IF‏ 
البرهان 
م (وتا (vx) (Vy) ((FxASy)+‏ .1 ( 
EAS 1‏ 2 2۳) 
تځ.ك (Fa A S.) — Exp 1, (a / x) (b / y)‏ .3 [1) 
التبسيط ,2 JE,‏ 4 (2) 
نفي التالي ,4 ,3 (FAS)‏ .5 4 
دي مور غان ,5 (l2 6. \FVIS®‏ 
التبسيط ,2 S,‏ .7 2 
النفي المضاعف ,7 5[ 8 QO‏ 
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منال 3 
المقدمات العلاقة R‏ متمائلة على ۷. العلاقة R‏ متعدية على .M‏ 


(Vx) (Vy) (Vz) ((R,, A Rxz) > Ryz) النتيجة‎ 
البرهان‎ 
(ا)‎ 1 (Vx) (Vy) (Rxy — Ry) ° 
12 2 (Vx)XVyXV2X(RíAR,)—R,;) 
j 3 RAR مقدمة (ب.ش)م‎ 
)1[ 4 Ry—R, »)با‎ / x) (y / y) 
تخ.ك‎ 
D) 5 Ry ,3التبسيط‎ 
011 6 Ra الوضع‎ 5 
)2 7. ٨۸ ہع جد يي‎ 2(u / x) (v / y) 
تخ.ك‎ 
)2( #۶ سب 95 ا ا‎ 
{2} 9 (Rx A (ص‎ > Ry 8, (x/v) (y/u) )7/7( 
تخ.ك‎ 
)3( 0 ,3التبسیط نا‎ 
{1,3} ۰ Ryx A Ru ,6العطف‎ 0 
(1.23) 12. Ry ,9الوضع‎ || 
11,۶1 13. (Ry A R.) د‎ Ry, 32ب ش‎ 
0121 ۱4 (x)XVyXV2X(RíAR,)—R;) انك.ك‎ 3, 


kay‏ أننا استخدمنا القاعدة (تخ.ك) مرتین على الخط 4 والخط 7 وثلاث 
مرات على الخط9. اما القاعدة (تك.ك) فاستخدمناها ثلاث مرات على الخط 
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8 وثلاث مرات على الخط 14 ولقد آبقینا على المتغيرات او استبدلناها 
بمتغیر ات أخر ی عندما استخدمنا القاعدة (تخ.ك). 


)1۱ I 
21۰ 2. 
98ئ۶‎ 
4ا‎ 4. 
)2( .5 
{2,4 6 
)3( 7. 
)2, 8 
23,4 9. 
2,3} 10. 
42,3} 11. 


مثال 4 


اعط برهانا صوریا للحجة التالية 
المقدمات: العلاقة ۸ المعرفة على M‏ می علاقة تكافؤ. 


(Vx)(Vy)(R,, — R, 


البر هان 
(Vx) R,,‏ 
(Vx) (Vy) (Ry — Ryx)‏ 
(Vx) (Vy) (Vz) (R./AR;;)— R.,;)‏ 
19 
R., — R,‏ 
Ry‏ 
(Rxy A Ry) + R,;‏ 
Ruy A Ry‏ 
Rxz‏ 


Ruy جح‎ Rx 
(Vx) (Vy) (Rxy — رہاا‎ 


Identity 


النتیجة 


P 
مم‎ 


° 
(مقدمة ب.ش) م 
(x/x), )۷/۷(‏ ,2 
تخ. 0 
45الوضع 
3,(x/x), (y/y),‏ 
(2/2) تخ .لك 
6 العطف 


8 الوضع 
,94 ب.ش 
0 اتك .لك 


5۔ 4 الهوية 


الهوية أو المساواة )=( هو مفهوم شائم يستخدم عادة لإثبات الشخصية 
ويعبر عنه في اللغة العربية بواسطة الكلمة (يكون). يستخدم في الرياضيات» 
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مثلا کعلاقة ثنائية بين الأعداد ولکنه بستخدم بشکل أوسع فی المنطق حيث 
یمثل علاقة بين أي نوعين من الاشیاء. إن استخدام رمز الهوية )=( کعلاقة 
في حساب المحمولات يعني اضافة صيغة ذرية جديدة نتيجة وضع الرمز 
)=( بين حدین» وهكذا فالصيغة الذرية هذه تكون على الشكل م = 2. 

أما فيما يخص دلالة الهوية ففي كل تفسير : ط = 2 تكون صادقة اذا 
وفقط إذا كان a‏ وط يمثلان نفس العنصر في مجموعة التعريف. وبالتالي فان 
دراسة (الهوية) تمثل توسيعا لحساب المحمولات. إن هذه الصيغة الذرية 
الجديدة تؤدي إلى إغناء حساب المحمولات بصيغ جدیدة» حيث تمكننا الهوية 
من ترجمة أنواع مختلفة من البناءات اللغوية. 
أمثلة 
1) كان ابن النفيس مکتشف الدورة الدموية 
تؤكد (كان) هنا بأن ابن النفيس هو ومكتشف الدورة الدموية لهما نفس 
الهوية. إذن يمكننا وضع علامة المساواة بين الحد (ابن النفیس) والوصف 
(مكتشف الدورة الدمویة)ء هكذا: 
ابن النفيس > مكتشف الدورة الدموية 
2( أحمد يحب علي فقط 
المحمولات الذرية: x‏ يحب ۷ حر,8. الحدود: أحمد- ¿a‏ علي- 6. 
الترجمة: Rap ۸ (Vx) (Ra, — x = b)‏ 
3( آحمد فقط يكون عبر البحر . 
لمحمولات الذریة: x‏ عبر البحر- .R,‏ الحدود: احمد- 2. 


208 


R.A (Vx) (R, — x =a) التر جمة:‎ 

4( یوجد شيء واحد على الاکثر . 

(Vx) (Vy) (y = x) الترجمة:‎ 

5( يوجد شيء واحد بالضبط. 

(3x) (Vy) (y = x) الترجمة:‎ 

5 4. 1 فواعد اشتفاق علاقه الهوية 

1 قاعدة الهویه : 

من المقدمتین y‏ = × وصيغة o] a,‏ تحوي المتغیر ×) نشتق صيغة ره 
تکون بواسطة استبدال كل ظهور للمتغیر × في المقدمة الثانية بواسطة 


المتغیر ب«. رمزيا نکتب بره ہے y,‏ = ۰ 


مخطط قاعدة الهوية 
مثال: لناخذ الحجة التالية 
كان ابن النفیس مکتشف الدورة الدموية. مکتشف الدورء الدموية كان عظیما. 
إذن» این النفيس كان عظیما. 
المحمولات الذرية: x‏ عظيم -×۸. الحدود: ابن النفیس-: ۰ مکتشف الدورة 


.m الدموية-‎ 

الترجمة 

۲۱ =m, Rm المقدمات‎ 
R, النتيجة‎ 
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)۱ I 7 1 
021 3. Rr الهوية‎ 2 


2. قاعدة نفي الهوية : 
من المقدمتين به و ,»| نشتق الصيغة y)‏ = )| . رمزيا نکتب: 


ax, | سای‎ |)» > y) 


az, 

مخطط قاعدة نفي الهویه 7 

ورس 
نعتبر أن ام« هي اختصار إلى y)‏ = *)1 . وکما استخدمنا فی المثال اعلاه 
(الهویة) على الخط 3 كقاعدة اشتقاق فاننا سنستخدم هنا أيضا نفي الهوية 
کقاعدة اشتقاق في المثال أدناه. 
منال 
الرجال الذین یقاومون المرض یکونون ریاضیین. أحمد رجل يقاوم المرض. 
هذا الرجل لیس ریاضیا. إذنء هذا الرجل لیس احمد. 
الحل: المحمو لات الذرية 
x‏ يكون رجل — K,‏ 
x‏ یکون رياضي — L,‏ 
x‏ یقاوم المرض — M,‏ 
الحدو 3 
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(Vx) (K, A M.) > ,(ہا‎ Kn A Mn, ÍL, 


)١( 
(2) 

03 

(1; 
)1,2( 
{1,2,3} 


ln=m 


البرهان 

l. (vx) (KA M,) — L.) 
2. K, A M, 
3 سا‎ 
4. (K, A Mn) ماب‎ 
5 ۳ 
6 م)|‎ =m) 


هذا الرجل — m‏ 
آحمد — n‏ 
الترجمة 
المقدمات 


النتيجة 


م 
م 
م 
(n / x)‏ ,1تخ.ك 
4 الو ضع 
5,نفي الهوية 


5. 5 تمارين 


(أ) ترجم إلى لغة حساب المحمولات كلا من الحجج الصحيحة التالية واعط 


برهانا صوريا لها. 


(1) جميع المناطقة فلاسفة. احمد ليس فيلسوف. إذن» أحمد ليست منطقي. 

)2( كل شخص یسکن تونس أو طرابلس يكون جادا ومتحضرا. إذن» كل 
شخص يسكن طرابلس يكون جادا. 
(3) كل الحيوانات ذات الريش لا تنمو في الماء. توجد حيوانات تنمو في 


الماء وتعيش في البحر. إذن» توجد حيوانات تعيش في البحر وليست من 
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)4( کل فيزيائي یفضل کل كيميائي. لا فبزيائي یفضل أي فیلسوف. أحمد 
فيزيائي. إذن؛ لا فیلسوف یکون كيميائي. 

)5( بعض الرولیات الحديثة رائعة. کل شيء رائم یکون ممتع. لا شيء 
ممتع یکون سخیف. إذن بعض الروایات الحديثة ليست سخيفة. 

)6( اذا كانت R‏ علاقة تکافؤ على M‏ فاذن 


(Vx) (Vy) (Vz) (R,y ۸ Ryz — Ry) 


)1( کل الاطباء کفوئین. أحمد كفء. لذن» احمد طبیب. 


)2( کل هرة تکون كبيرة. بعض الثدييات تکون كبيرة. إذن؛ لا هرات تكون 


ثدییات. 


(ج) أعط برهانا صوريا لكل من صور الحجج التالية. 


)1( المقدمات 
Sx)‏ جب (Vx) (R,‏ 
(Vx) ((R, A Sx) > T.)‏ 

النتيجة 

(Vx) (R, > T.) 

)2( المقدمات 
(Vx) (K, — Lx)‏ 
(Vx) (Mx — Ex)‏ 
النتيجة (Vx) ((Kx A M.) — Lx)‏ 
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)3( المقدمات 


(Vx) (L, — ÎM.) 
(3x) (N, ۸ M,) 
النتيجة‎ 
(3x) (Nx ۸ IL» 
المقدمات‎ (4) 
(Vx) (K, A | M, )— |10, 
(Vx) ا))‎ A L,) > N,) 
(Vx) (K, — (L, V |M») 
النتيجة‎ 
(Vx) ((K, A O, جح(‎ N.) 
المقدمات‎ )5( 
(Vx) (Vy) (R,, > Ry.) 
(Vx) (Vy) (Vz) ((Rxy A Ryz) د‎ Rx) 
(Vx) (Vy) (R,y — Rxx) النتيجة‎ 
المقدمات‎ )6( 
(Vx) (K. — (Vy) (Ly A My) د‎ R,;)) 
(Vx) (Mx — Lz) 
K, A ہا‎ 
(Vx) (K, > (میظا‎ 
النتيجة‎ 
۱۳۳ 
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(Vx) (L. > M,) 
(Vx) (L, > ÎM) 
K, 


M; ۸ أ‎ M, 


(Vx) (K, — L.) 
(Vx) (M, > N,) 
(Vx) (ÛL, >] N) 


(Vx) (M, —K,) 


(Vx) (K, > | L) 
(Vx) (M, — ] N.) 
(Vx) (]K, مب‎ N.) 


(Vx) (Mx >» İÎK,) 


(V x) (K, ج‎ | Lx) 
(Vx) (M, > | L,) 


(Vx) (M, ج‎ IK.) 


)7( المقدمات 


النتئحة 
سے . 


(د) برهن خطا كل من صور الحجج التالية : 
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(1) المقدمات: 


و اسا أي 
٠‏ 
ی ہ 


(2) المقدمات 


النتيجة 


(3) المقدمات 


النتيجة 


)4( المقدمات 


(3x) (K, A لا‎ 
(Vx) (M. —K.,) 
۳ 
(3x) (M, A |K.) 
المقدمات‎ )5( 
(Vx) (K, — |L.) 
(3x) (M. A (سا‎ 
۷۴ : الک‎ 
(3x) (K, A ]M.) 
المقدمات‎ (6) 
(3x) (K, A L...) 
(Vx) (M, —K,) 
35 


(3x) (M. A Lx) 


)—( اعط بر هانا صوريا لعل من حور الحجج التالية مستخدما قاعدتی 
الهویه : 
)1( المقدمات 
(Vx) (K, —L.)‏ 
K‏ 


۵ - 


النتيجة 


7 
المقدمات‎ (2) 
Ka, ,ہا‎ a=b, (Vx) (L, لاج‎ ,( 
النتيجة‎ 
(3x) (K, A M,) 
المقدمات‎ )3( 
(Vx) (L, > | M,), Mn, m= n 
النتيجة‎ 
ملا‎ 
المقدمات‎ (4) 
(Vx) ((K, AL.) د‎ M,), Km , Ln, n = m, |M, 
0 النتيجة 0 ع‎ 


(و) برهن أن كل من مجموعات الصيغ التالية غير متسقة وذلك بإعطاء 
برهان صوري لصيغة متناقضة. 

(1) (vx) (K, > (ہا‎ , (Vx) (K, >] ,لمآ‎ Ka 

(2) (Vx) (K, — (L, A M,)) , (VX) (N, جح‎ ]M.), |(vx) (N, — | M.) 

(3) (Vx) (Vy) (Vz) ((R.,y A R,z) > R,z), (Vx) (Vy) (R,y ^ Ry), 

Rab, | Rab 

(4) Ka, Lb, (Vx) (K, > MJ, (Vx) (L, —|M,), a=b 
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الأنساق الصورية لحساب المحمولات  Formalsystemsof‏ 
predicate calculus‏ 
تمئل جداول الصدق في حساب القضایا طريقة فعالة لتحدید فیما إذا 
كانت صيغة معطاة هي صيغة تکرارية. ولکن Y‏ توجد أية عملية فعالة 
یمکنها في حساب المحمولات من تحديد فیما إذا كانت صیغة معطاة 
صحيحة:؛ لأنه یتوجب علینا هنا التحقق من صدق الصيغة في تفسیرات ذات 
مجالات منتهية أو غير منتهية. وهکذا فان بناء الاتساق الصورية في حساب 
المحمو لات یصبح ضروریا في دراسة الصیغ التي تحوي على مکممات وهذا 


ما سنفعله أدثاه. 

6 مکونات النسق الصوري لحساب المحمولات 
النسق Q‏ 

)1( رموز النسق (ابجدية النسق) 


—Í‏ المتغیرات ۰ ۰۷ 2 ودلائلها ... Z2,‏ راګ ,2 Vb‏ واه X2,‏ وا 
ب- التو ابت Ob a‏ » ودلالها ... روہ رر ,... ود0 b),‏ ,... 32 3 
ج- متغیرات المحمولات 
|. الفحادية ... M>),‏ ]یت روما Ko, ..., Lı",‏ ارک 
2ای U M‏ امت تھا ”کا ہس کات کا 
وا M MO ¿u‏ نت فا ظا می کا کا 
و هکذا. 
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د-رموز الاو ال 

[.ذات المتغیر الواحد ...اط fil‏ 

2.دات المتغیرین کو ور 

3۔ذات الثلاث متغيرات ....0© ؟ 

و هکذا. 

هم الرمزان | » ج ندعوهما الر ابطین الاولیین. 

و - الرمزان ( و ) ندعوهما قوس الاغلاق وقوس الفتح على الترتیب. رمز 
المتمم الکلی V‏ 

(2)مجموعة الصيغ التي تتکون حسب القاعدتین : 

أ-كل صیغة ذرية تکون صيغة. 

(تعريف الصيغة الذرية هو نفسه الذي ورد سابقا فی فقرات (قواعد بناء 
الصيغ)). 


ب-إذا كانت » و B‏ صيغتان و × متغير فان »| ٠‏ 8 ج »او » (Vx)‏ 


تكون صيعا. 
كل من B‏ م v B o‏ 9 و B‏ جه ي نعرفها كما يلي : 
تعريف 1 
P)‏ به) اتع ۰۸۵۶ 
تعریف 2 


8 ج » [ تع ع م8 ۷ 0 
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- 


تعریف 3 
(ه ج (B‏ ہ ( 8 + م) تم 5م جه » 
إن معنى التعريف 1 ء مثلا ء هو أنه : من أجل كل صيغتين » و ۵ فان 8 
۸ هو اختصار إلى (18[ ج ))|. 
ليس من الضروري وضع الرمز 3 کرابط اولي لانه یمکننا تعريفه باستخدام 
الرابط الاولي ٢‏ کالتالی : 
تعریف 4 
(vx) la‏ < > » (37) 
(3)مجموعة الاشکال البديهية (حیث » ۰ ۲۰6 أیة صیغ من النسق (Q‏ 
شکل البديهية 1 (,ه) 
( — م) ج 
شکل البديهية 2 (Ax)‏ 
)7 — )د B)‏ — )) مج( ج 8) — ) 
شکل البدیهیه 3 (ره) 
o)‏ — م ) ج( 6| (le—‏ 
شكل بديهية 4 (بھ) 
(Vx) ax) — q (t/x)‏ 


شرط أن یکون t‏ حرا إلى × في (X)‏ » . 
شكل البديهية 5 (As)‏ 


(Vx) (e — D(x)) ¬+ (z—(Vx) B (x)) 
. © حرا في‎ X شرط أن لا یکون‎ 
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(4)مجموعة قواعد الاشتقاق 
تتکون هذه المجموعة من قاعدتي الاشتقاق : 
1 .قاعدۃ الوضع :من 0 و ج 0 نشتق م . 
2.قاعدة التعمیم : من (x)‏ 0 نشتق (×)» (Vx)‏ . 
سنقوم بتوضیح یتعلق بالشریطین اللاین واردا في شکل البديهية (به) 
وشکل البديهية (و۵). فبالنسبة إلى (:8) إذا کان ١‏ ليس حرا إلى x‏ في (×)» 
فإن ذلك يؤدي إلى عدم صدق (A)‏ ۰ فمثلا لکن (×)» هي 
](Vx K; (xi, x2)‏ ولیکن ] هو د . لاحظ أن ٤‏ ليس حرا إلى XI‏ في 
(,×)» . خذ الان الحالة غير الصحيحة من حالات (A;)‏ : 
(vx) ) ](Vx) Ki (G, x2)) > ](Vx2) ۴۱ x2)‏ )1( 
خذ الآن التفسیر الذي مداه عنصرین على الأقل ولیکن ”× هو 
علاقة المساواة. إن مقدم الاستلزام )1( صادقا وتالیه كاذبا. وهکذا فان )1( 
کاذبا فی هذا التفسير. 
في حالة (As)‏ فان عدم التقيد بشرط أن لا يكون x‏ حرا في » 
سيودي إلى الخطا التالي. لتكن كل من 0 و ۵ هي الصيغة K(x)‏ هنا 
حر في » . لناخذ الحالة الخاطئة التالية لشکل البديهية (As)‏ : 
(Vx 1) ((‏ > رم رک +¬ (vx) (Ki! (x) — Ki'(xi))‏ )2( 
مقدم الاستلزام )2( صادق. الان لناخذ تفسیر مداه هو مجموعة 
الاعداد الصحيحة ولیکن Ki (x)‏ : × عدد فردي. إذن (Ki (xi)‏ (×۷) كاذبة. 
وبالتالي فان تالي )2( كاذبة وهکذا فان )2( تکون كاذبة في هذا التفسیر . 
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نشیر إلى أن الاشکال البديهية 1ء 2 و3 تشکل مع قاعدة الوضع 
أساس التسق الصوري لحساب القضایا وهکذا فان كل المبرهنات التي تبر هن 
في حساب القضایا هي أيضا مبرهنات نبرهن علیها في حساب المحمولات. 
كذلك فان الصیغ الثي نتتج من مبرهنات حساب القضایا عن طریق ایدال 
المتغیر ات القضائية بصیغ من صیغ حساب المحمولات هي من مبرهنات 
حساب المحمولات. أي آنه, إذا كانت الصيغة »© التي تحتوي على ١‏ من 
المتغيرات القضائية پا ,... K2,‏ و (سنكتبها هكذا (k. kx ..., k.)‏ © ) 
هي صيغة من حساب القضايا فان الصيغة (B,/kı, ۵2/۲2, ..., B /k.)‏ »6 
الناتجة عن الاولی وذلك بإيدال أي متغير قضائي Ka‏ بالصيغة مم من 
حساب المحمولات هي مبرهنة في حساب المحمولات والتي یمکننا التوصل 
لبرهانها بواسطة أشكال البديهيات الثلاثة الأولى بالإضافة إلى قاعدة الرضم 
(البر هان) في التسق Q‏ هو منتالیة من الصیغ لتا و... و2 0 حلت أن أية 
صيغة n) w;‏ > 3 > 1( هي بديهية من بدیهیاث النسق Q‏ أو أن :0 صيغة 
مشتقة من الصیغ التي تسبقها في المنتالية وذلك باستخدام فاعدة الوضع او 
التعمیم. 
سوف نکتب ي ب إلتعبير عن a)‏ مبرهنة في لنسق (Q‏ ونکتب جآ ۲ 
لتعبير عن (» هي نتيجة '1 في النسق Q‏ وحيث أن '1 مجموعة من صیغ 
0 
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)5( مبرهنات النسق Q‏ 


(Vx) (a(x) — (B(x)) > ((Vx) a(x) — (Vx) B(x)) 1 مبرهنه‎ 
البرهان یا‎ 
Q 1. (Vx) (a(x) > B(x)) + ( a(x) — ((جام‎ 
2. (Vx) (o: (x) — o (x)) (A) شكل بديهية‎ 
3. ((Vx) حق' )+8000 مو نه)‎ 


جوم)ہ())ج((مر)0ج(م×)م 
((Vx) a(x)‏ مب B(x))‏ ج ((Vx) (a(x)‏ ج((«)0 


fy(x)))‏ ج 
الوضع 1۰3 B(x))‏ جح ss. ((Vx) (a(x)‏ ون .4 
((Vx) a(x) — B(x)))‏ 
الوضع 2,4 B(x)) —((Vx) )×( — B(x)))‏ ج (×)م) (vx)‏ .3 
تعمیم 5 جح (Vx) (((Vx) (a(x) > B(x)) Ə((Vx) a(x)‏ .6 
(((×)6 
شکل بدیهیة(و۸) (Vx) ((Vx) (e(x)> B(x))>‏ .7 
((Vx)e(x)>D(x)))— ((Vx)(e(x)[”>B(x))>‏ 
((Vx) (Vx) a(x) — B(x)))‏ 
الوضم 6,7 +¬ ((Vx)(a(x) >B(x))> ((Vx) (Vx) a(x)‏ .8 
B(x)))‏ 
شکل بديبية(.4) بآ (م)ە (Vx)X( (Vx)o(x) >ƏB(x))—> ((Vx)‏ .9 
(Vx)DB(x)))‏ 
حق 8,9 (Vx)‏ — («)ت (B(x)) + ((Vx)‏ ج (Vx) (o(x)‏ .10 
B(x))‏ 
مبرهنه 2 ج B(x)) — (Vx) (a(x)‏ جه (ه) (Vx)‏ —| 
Q (vx) B(x))‏ 
البر هان 
حق (a(x) — 6(x))‏ ج B(x))‏ جه l. (a(x)‏ 


١‏ استبدال في الصيغة >Ə(KƏ(N—ƏM))‏ ((اجآ()جب ))K —(L—ƏM))‏ من ح اب القضایا 
(حق). 
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2. (Vx)Xz(x) جه‎ B(x)) جح‎ (e(x) + (((م)م‎ 


3. (Vx) (o(x) جه‎ 
B(x))>(e(x)>B(x))) >((Vx)e(x) >< 
B ج((«)‎ ((V x) (a(x) جح‎ ñ(x)) 

4. ((Vx)(g(x) جه‎ B (x))— ((Vx) (a(x) — 
B(x)) 

5. ((Vx) (a(x) — B(x)) —((Vx) (a(x) + 
(V x)B(x))) 

5. ((Vx)Xe(x) جه‎ B (x))—> ((Vx) (a(x) جہ‎ 
(Vx)B(x))) 


7. ((Vx)Xe(x) جه‎ P (x))—> ((vx) DB(x) + (Vx) 
o(x)})) 


8. (Vx) (ox) جه‎ B(x)) + ((7x)(a(x) جه‎ (Vx) 


B(x)) 


مېر هنه الاستنتاج 


مبرهنه | 


الوضع2,3 
مبر هنة | 
حق 4,5 


تبر هن بنفس 


الخطو ات من | الى 
6 


حق 6,7 


لتكن ۰۰ 8 صیغعتان من Q‏ و 1 مجموعة غير خالیة من صيغ (). 

اذا كانت 8ج[ (a)‏ دا[ وکان البرهان لا يحتوي على تطبیق لقاعدة 
التعميم المحتوية على متغير حر في » »فان 8 ج » چ ۳. 

الیر هان : سنستخدم في هذا البر‌هان طريقة الاستقراء على عدد 7 من 
الصيغ التي تؤلف اشتقاق 8 من (م) ۲۲ . 

n=1 : القاعدية‎ s الخطو‎ 


إذن ۵ تکون بديهية من Q‏ أو م تکون » أو ۵ تنتمي إلى '1. فی هذه 


5 


223 


الحالة تقوم باشتقاق 8 ج یں آ تماما بنفس الطريقة التي قمنا بها في 
خطوة الاستقرار : n>]‏ 

لنفرض أنه إذا كانت 8 صيغة من Q‏ والتي يمكن اشتقائها من (o)‏ دا ). 
بدون تطبیق قاعدة التعمیم على متغير حر في »۰ في اشنقاق يحتوي أقل 
من n‏ من الصيغء فان 8 — » | ! . 

چ 

الحالة 1 : ۵ تنتج من الصيغ السابقة لها في البرهان باستخدام قاعدة 
الوضع. هنا أيضا یکون البرهان مماثلا لبرهان نسق حساب القضایا ۲. 
الحالة 2 : 8 هي بديهية أو » تنتمي إلى 1. هنا أيضا یکون البر هان 
مماثلا لیر هان نسق حساب الکضایا P‏ 

الحالة 3 : م نتتج من الصيغ السابقة لها في البرهان باستخدام قاعدة 
لتعمیم. إذن 8 هي /(*9) و « تظهر مسبقا في البرهان. وهکذا فان 
بحت والبرهان و علی عدد من ھت اصغر من n‏ إذن 
8 جم |[ بسبب عدم وجود تطبیق لقاعدة التعمیم يحوي على متغیر 
حر في ا ذلك فان x‏ لا بمكن أن يكون حرا في 0 لأنه متضمن في 
تطبيق بقاعدة التعميم في برهان 8 من (a)‏ ب١1.‏ إذن برهان B‏ ج » من 


آ یکون كما يلي : 
1 


اشتقاق 6 ج »من [ 


k من‎ — Ë 
k + 1 (Yx)(a — B) kç التعمیم‎ 
k + 2 (Vx)(@ — B) ج ه) ج‎ (Vx)B) (As) شکل البديهية‎ 
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k+3 (a —(Vx)Ü) k+1,k+2 الوضع‎ 


ادن 8 جه Tigre‏ 


نستخدم في المبرهنة التالية تطبيقا لنظرية الاستنتاج. 


|57) و ڼ)ه)‎ — B) => (x) a(x) — B) 
البر هان‎ 

1. (Vx) ()ه)‎ — 8( 

(8 — (×)») ج B)‏ ج ()ه) (Vx)‏ .2 

3. )0( — 0( 

4. (]B — lo(x)) 

(ه| — م [) (vx)‏ .5 

6 


. (Zx) ] B — | م [) ج ریم‎ —(V>x) | 


a(x)) 
. (] B —(vx) | ((مه‎ 
. ])v×( |» ب‎ 0 
9. (3x) 000( ج‎ B 
10. (Vx) (e(x) ج‎ B) ج‎ ((3x) a(x) ج‎ p) 


لہ من 


اب 


مبر‌هنه 3 


2 
(A4) 

الوضع 1,2 
حق 3 
التعمیم 4 
(As)‏ 


الوضع 5,6 
حق 7 
تعریف 4 


نظر یه الاستتتاج 1,9 


المبرهنة 4 بشرط أن يكون (×)» حرا إلى X‏ في (×)» . 


a(a/x) ا‎ )3×( a(x) 
البر هان‎ 
. a(a/x) 
; (vx) | (a(x) — |a(a/x) 
. [1 » (a/x) — | (vx) Î a (x) 
. » (ajx) (ñ جه‎ ](Vvx) | = (x) 
- 0 (a/x) — (3x) 0 (x) 
۔‎ (3x) c.(x) 


سم رح لیا ب CN U‏ 
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المبر هنه 4 هي قاعدة التکمیم الوجودي (تك. و )۰ 
المبرهنة 5 بشرط أن يكون » حرا إلى X‏ في ۵0۵ . 


(vx)e(x] — «a (a/x) 5 مبرهنة‎ 

البر هان 
l. (Vx) a (x) °‏ 
(Vx) (a(x) + q(a/x) (A4)‏ .2 
الوضع 1,2 a (a/x)‏ .3 


المبرهنة 5 هي قاعدة التخصيص الكلي (تخ. ك). 


(Vx) (Vy) a (x,y) @ (Vx) (Vy) a (x,y) 6 مبرهنه‎ 
البر هان‎ 

1. (Vx) (Vy) e (x,y) م‎ 
2. (Vy) e (x,y) (A4) 
2. o (x,y) 1,2 الوضم‎ 
4. (Vx) a (x,y) 3 حق‎ 
5. (Vy) (Vx) c (x,y) 4 التعمیم‎ 
6. (Vx) (Vy) a(x,y) — (Vy) (Vx) a(x,y¥) (As) 
7. (Vy) (Vx) a(x,y) — (Vx) (Vy) a(x,y) 5,6 الوضع‎ 
8. (Vx) (Vy) a(x,y) جه‎ (Vy) (Vx) حق 7 له‎ 


6 النسق الصوري لحساب المحمولات مع المساواة 

النسق الصوري Q‏ الذي مر بنا یمکننا توسیعه لیصبح نسقا صوریا 
لحساب المحمولات مع المساواة (الهویة)» وذلك بإضافة صيغة الهوية التي 
تکون على شکل ‏ ه (2 وط حدان) إلى صيغ النسق .Q‏ وكذلك باضافة 
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شكلي البديهيتين التالیتین إلى الاشکال البديهية السابقة A), Ay, As, Ai, As‏ 


للنسق Q‏ : 
شکل البدیهیة6 (A)‏ 
(الخاصية الانعکاسية للمساواة ) (Vx) (xX = x)‏ 


(A) شکل البدیهیه7‎ 
(x = y) — (e (x) — c (y/x) 


شرط أن يكون ۷ حرا الى X‏ وحيث X, y‏ هما أي متغیرین؛ (x)‏ 0 
أية صيغة (y/x) s‏ » تنتج من () » وذلك باستبدال بعض (وليس بالضرورة 
(OS‏ ظهور إلى × بواسطة y‏ شرط أن يكون y‏ حرا في (×/ن) ». وهكذاء 
فإن (y/x)‏ » يمكن أن تحوي أو لا تحوي ظهور حر إلى *. 

يمكنناء في النسق الموسع هذاء من البرهان على مبرهنات النسق (Q‏ 
التي بر هناها سابقا بالإضافة إلى مبرهنات جديدة تتعلق بالمساواة. سنبرهن 
أدناه اثنتین منها. 


مبرهنة 1 y=X— x=y‏ 
البر هان 

۲ حيث (x)‏ 0 هي x=y—(x=x— y=x)‏ .]ا 
(y/x) s X = X‏ 0 هي 
x‏ = 
y= x) ۴۳ ۵‏ ج ين د ) ج (x =x)‏ .2 
التخصیص الكلي :3 (Vx) ) x = x)‏ .3 
(مبرهنه4) 
 < A6‏ .4 
الوضع 2,4 X=y— y=x‏ .5 
'۔ باستخدام )7 (a—‏ —8( ج ((ومخ) (a—‏ 
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هذه المبرهنة هي خاصية التمائل لعلاقة المساواة. 


مبر هنة 2 (x = (۸ (y= z)— (x = z)‏ 
البر هان 
م (y=x)‏ ^ (ز =( .1 
(مقدمة نظرية الاستنتاج) 
x=y 27‏ ,2 
کا 27 ۷ .3 
مبرهنة | x=y—y=x‏ .4 
الوضع 2,4 x‏ = ل .5 
A;‏ (2= پر ج72 =ل) y=x—‏ .6 
الوضع 56 y=z— x=z‏ .7 
الوضع 3,7 x= Z‏ .8 
نظرية الاستنتاج 1,8 )2 = (y=z)— (x‏ م (x = z)‏ .9 


هذه المبرهنة هي خاصية التعدي لعلاقة المساواة. 
6 تمارین 

برهن المبرهنات التالية في النسق .Q‏ 

(Vx) e «> a (1) 

(2)ه جه » (×3) 

(Vx) a (x) @ (3x) a (x)(3) 
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الفصل السابع 


Truth Trees اشجار الصدق‎ 


لقد استخدمنا جداول الصدق للاغراض التالية : 


أولاء تحديد نوع الصیغ» اي في ما إذا كانت : تكرارية» عارضة: ام 


ثالثاء تحديد اتساق أو عدم اتساق الصيغ. 
رابعاء تحديد العلاقتين (ينتج) و(یکافی) بين الصيغ. 

إن استخدام جداول الصدق يكون ممكنا وعملياء إذا كان عدد 
المتغيرات القضائية 3 على الأكثرء ذلك أننا نعلم أن عدد أسطر الجدول 
يكون " 2 (حيث n‏ عدد المتغيرات القضائية). وهكذا فإذا کان n‏ = 6 فان 
عدد أسطر الجدول يكون 26 - 64. أما إذ كان n‏ 18 فان عدد اسطر 
الجدول يساوي 144, 262 سطرا وسيحتوي الجدول في هذه الحالة على 31 
مليون T‏ و" . أما الشخص الذي يملئ الجدول في هذه الحالة بمعدل رمز 
لكل ثانية وبدون توقف فانه سيقضي سنة من أجل تكملة الجدول. كذلك فان 
الجداول لا تكن نافعة (كما رأينا سابقا) في حساب المحمولات. 

إن التغلب على نواقص جداول الصدق في عدم عمليتها وعدم 
شموليتها يتم باستخدام طريقة أشجار لصدق» حيث يتم التغلب على مسألة 
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عدد المتغیر ات القضائية وكذلك فان هذه الطربقة تشمل حساب المحمو لات 
ایضا بالاضافة إلى حساب التضایا. 

ان تبدید الوقت الذي يتم باستخدام الجداول لتحدید صحة الحجج یکون 
عن طریق النظر إلى جمیم قيم الصدق الممكنةء الصادقة والكاذبةء 
للمتغیر ات القضائية. ولکن اکثر قیم الصدق هذه لا تهمنا مثلاء عند تحدید 
صحه الحجج. ان ما یهمنا هو تلك القیم التي تجعل جمیم المقدمات صادقة 
والنتيجة کاذبة. وهکذا فلا تهمنا قيم الصدق الممكنة للمتغیرات القضائية التي 
تجعل المتدمات كاذبة أو تجعل النتيجة صالقه. 

تقوم آشجار الصدق بعمل معاکس لما نفعله عند إعطاء مثال مضاده 
الذي يقوم على أخذ النتيجة کاذبة واعطاء قيم صدق للمتغیرات القضائية؛ 
بحيث تكون المقدمات صادقة. العمل المعاكس لهذا المثال المضاد یقوم على 
أخذ التتيجة كاذبة والمقدمات صادقة ثم البحث عن قيم الصدق الممكنة 
للمتغيرات القضائية التي تقود إلى ذلك. فإذا وجدت مثل هذه القيم فالحجة 
خاطئة وإذا لم توجد فالحجة صحيحة. 
7 بناء آشجار الصدق Construction of Truth Trees‏ 

في قمة شجرة الصدق یکون (الجذر) وقي أسفلها تکون (الرؤوس) أو 

(الأوراق). الطریق الذي یتجه مباشرة من الجذر إلى الرأس یسمی (الفرع). 
والشجرة التي تمتلك اکثر من فرع نتفرع حیث تتفرق الطرق. ونتلك الشجرة 
عددا من الفروع مساوي لعدد الرووس. اما جزء الشجرة فوق جمیع 
التفر عات فیسمی (جذعا). 
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< 


کہم 
راس راس 


الصیغ على جذع الشجرة تظهر على كل فرع. بعض الصيغ يشار 
إليها بواسطة علامة الإنجاز ۷ وذلك للدلالة على أنه قد تم إنجاز (تطبیق) 
قواعد اشنقاق على تلك الصيغ. وهکذا یمکننا إهمال الصيغ المنجزة وتبقى 
الصيغ غير المنجزة. والفروع التي تظهر عليها صيغ ونفيها غير منجزة 
تسمى فروعا مغلقة. الأشجار التي تكون جميع فروعها مغلقة تسمى أشجار 

نستطيع الآن إعطاء ما يلي : 
1[.يكون فرع الشجرة مغلقا إذا وفقط إذا كانت صيغة ونفيها تظهران غير 
2 تكون الشجرة مغلقة إذا وفقط إذا كانت جميع فروعها مغلقة» وإلا تكون 


مفتوحة. 
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سنشیر إلى الفرع المغلق بواسطة العلامة *. والاغلاق يبين نهاية عملية بناء 


إننا نقوم ببناء أشجار الصدق وذلك باستخدام قواعد اشتقاق. 
مثال 
سنستخدم شجرة الصدق لتحديد فی ما 19 كانت صورة الحجة التي 
تسمی قاعدة الوضع کل« K‏ صحيحة كالتالي : 
L‏ 


K > L 

K 

]L 
L و صادقتین وان‎ K ج‎ L تقوم شجرة الصدق على افتراض أن‎ 
K ج کل‎ L صدق بحیث تكون الصيغ‎ aš Ous کاذبة. فإذا کان ممکنا‎ 
صادقة في نفس الوقت؛ فصورة الحجة خاطنة وبالتالي فان قاعدة الوضم‎ L 
ليست صحيحة ولذا کان مستحیلا الحصول على هذا التعيين فان صورة‎ 
الحجة خاطئة وقاعده الوضع صحيحه. ان قواعد اشتقاق اشجار الصدق تبین‎ 
اذا کان ممکنا ایجاد تعيين قیم صدق بحیث تكون الصیغ الاولية (التي‎ Las 
نبدا بها) صادقة. وهکذا فان شجرة الصدق تبدأ بمجموعة افتراضات حول‎ 
]> و‎ K — L صدق أو کنب صيغ معينة (في مثالنا هذاء تم افتراض صدق‎ 
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نحن نضع هذا الافتراض على شکل صيغ على شجرة الصدق وبتطبیق 
قواعد اشتقاق نحصل على صیغ أخرى تقوم بتحدید فرو ع الشجرة. سنستخدم 
شجرة الصدق لمعرفة ذلك التعيين لیم الصدق الذي یجعل افتراضاتنا الاولية 
ممكنة (وفي حالتنا نحاول ایجاد تعیین قیم صدق إلى L > K‏ بحیث تكون کل 
من الصیغتین K — L‏ وکل صادقة وبا کاذبة). إن فرع الشجرة یناظر سطر 
من جدول الصدق. 

ان ما نقوم به هو تطبیق قواعد اشتقاق والتاشیر على الصيغ بعلامة 
الانجاز ب . فبالنسبة إلى قاعدة الوضع. مثلا نقوم بتطبیق قاعده الاستلزام 
(کما ستری في الفقرة القادمة) ونحصل على شجرة الصدق التالیة : 


۷ K>L 
K 
]L 


/N 


11 1 


لقد قمنا بالتحقق (أي بوضم علامة الإنجازہ ) من الصيفة L‏ ج K‏ 
لتبیان أننا قد طبقنا قاعدة اشتقاق علیها وهکذا فلن يكون لها لاحقا أي دور في 
شجرة الصدق. كذلك قمنا بتفریم الشجرة إلى فرعین وذلك لاجشارة إلى أنه 
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صدق الاستلزام) | أو L‏ صادقة. وبما ان الفرو £ تکون مغلقة إذا لهرت 
علیها صيغة ونفیها فان الفرعین مغلقین. فالفر ع الایسر عليه K‏ و والفرع 
الأيمن عليه 1و با[ : 


اقا کا ي 


أشجار الصدق» مثل تلك أعلاه» حیث جميع فروعها مغلقة تسمی مغلقة 
ایضا. عندما تغلق جمیم الفروع فان ما نستنتجه هو أنه لا توجد إمكانية 
لجعل جميع الصیغ الاولية صادقة في نفس الوقت. ان مثالنا أعلاه يبين أن 
شجرة صدق الوضع مغلقة وهذا يبين أنه لا توجد امكانية لجعل کل من K‏ 
L‏ ج K,‏ صادقة و L‏ کاذبة وهذا یبرهن أن الوضم هي صورة حجة 


00 


صحدحة, 


ص 
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7 قواعد اشتقاق أشجار الصدق 
1 .قاعدة النقي ] 

إن قواعد اشتقاق آشجار الصدق تعكس تعاريف دوال الصدق. وهنا 
یمکننا أن نعبر عن تعريف النفي بواسطة الجدول على الشكل التالي: 


إن هذا يعني أن >1 | | تكون صادقة إذا وفقط إذا كانت >1 | كاذبة, 
وان × | كاذبة اذا وفقط اذا كانت K‏ صادقة. وإذن ×| | صادقة اذا وفقط 
اذا كانت K‏ صادقة. كما أن K‏ تكافئ >1 | | , وهكذا یمکننا حذف رموز 
أزواج النفي المتجاورة. الآن يمكننا إعطاء القاعدة التالية: 


2 قاعدد النفي لمزدوج | | 
۶| 7 


K 


3. قاعدء الوصل ۸ 
قاعدة الوصل تشتق من تعریف دالة صدق الوصل: 


K A L‏ تكون صادقة اذا وفقط اذا كانت K‏ صادقة وبا صادقة. 


4. قاعدة نفي الوصل ۸ ] 
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يجب علينا هنا الجواب على السو ال التالی: متی تکون الصيغة 
D)‏ ۸ کا) | صادقة ؟ أو, متی نکون K ۸ L‏ كاذبة ؟. هنالك امکانیتان 
هما: K‏ كاذبة أو L‏ كاذية. وللتعبیر عن هذين الاختیارین فاننا نقوم بالتفریم 
إلى فرعین احدهما یعکس لمكانية أن K‏ كاذبة وذلك بكتابة | وعلی الثاني 


نکتر 1 للتعبير عن امكانية أن L‏ كاذية. و هکذا فان هذه القاعدة تأخذ 


الشکل: 
KAL)‏ س 
N‏ ⁄ 
11 11 


6. قاعدة نفي الفصل ]v‏ 
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يجب علینا الان الجراب على السؤال: متی تکون الصيغة 
v L)‏ )| صادقة ؟ أو متی تکون K v L‏ كاذبة ؟. الجواب: عندما تكون 
K‏ كاذبة وبا كاذبة. 


yV (Kv L) |‏ 
lk‏ 
11 
7 قاعدة الاستلزام ج 
نستطيع التعبیر عن تعریف دالة صدق الاستلزام على الشکل التالي: 


تطبق هده القاعدة على الصیغ الشرطية (الاستلزامات). الان سز التا 
هو: متي يكون الاستلزام صادقا ؟. جدول صدق تعریف الاستلزام يشير إلي 
أن L‏ ج K‏ کون كاذبة اذا كانت K‏ صادقة و L‏ کاذبة. وانن 


ا ج K‏ تکون صادقة اذا كانت K‏ کاذبة أو L‏ صادقة. هاتان الامکانیتان 


تقو دان إلي التفريع التالي : 
2۹ 
L‏ 11 
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8. قاعدة نفي الاستلزام ج | 
الصيغة L)‏ ج ](K‏ نکون صادقة أو أن L‏ ج- K‏ نکون كاذبة فی 


الحالة التى تكون فیها K‏ صادقة و كاذبة : 
D) 1 022‏ ۹ ۶ 


K 
11 قاعدة الاستلزام الثناني جه‎ .9 


قاعدة الاسنلزام الثنائی تعکس أيضا تعریفه. 


اذا كانت L,‏ جه K‏ صادقة فان و L‏ يجب أن تمتلکان نفس قيم 
لصدق, اي أن K‏ وبا يجب أن تكونا صادقتین معا أو کاذبتین معا. أي أن 
هنالك إمكانيتان ویجب التفریم؛ 


0. قاعدة نفي الاستلزام الثناني ج>[ 
إذا كانت K — L‏ كاذبة فان K‏ و ] يجب أن تمنلکان قیم صدق 
مختلفة. أي أن K‏ صادقة و L‏ کاذبة أو أن L‏ صادقة و K‏ کانبة. هنا أيضا 


يجب التفریم للتعبیر عن هاتين الإمكانيتين. 
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هما ي نه 00 


L)‏ جهل | ب 


⁄ N 


K ]K 
]L L 


7 تطبیقات أشجار الصدق 
1. تحديد صحة صور الحجج 
أمثلة 


5۹ 0 شجرة الصدق وحدد صحة صورة الحجة الثالية. 


K—L,L YN, K المقدمات:‎ 
¥ K-> L N انتیجة؛‎ 
y (جہ ا‎ 


۸ 
سو‎ k... " 
lk L 
x 
کل‎ s 


x ٨ 


239 


لقد بدأنا بکتایة المقدمات ونفي النتيجة. وقمنا بتطبیق قاعدة الاستلز ام 
على الخط | فحصانا على الخط 5 . الفرع الایسر اغلق على الخط 6 
لوجود K‏ وا | علیه. ولکن الفرع الأيمن بقي مفتوحا ولهذا طبقنا قاعدة 
الاستلزام على الخط 2 فحصننا على Ls)‏ ۰7 الفرعان الباقیان تم غلقهما 
لوجود با | و L‏ على الأيسر ولوجود Ns N‏ | على الأيمن. و هکذا 
تکون الشجرة مغلقة وبالتالی فلا توجد إمكانية لجعل المقدمات صادقة 
و النتيجه كاذبة. إذنن صورة الحجة صحيحة. 

2.أنشئ شجرة الصدق وحدد صحة صورة الحجة التالية : 

| KA L) : المقدمات‎ 

| ۸ L النتيجة‎ 


| 7 |(KAL) 
2 اا س‎ ۸ IK) 


٨. 


۳ ہےر 


4 ۷۶ IIL ٢٢ ۵ 
5 x L K x 
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هنا أيضا بدأنا بالمقدمة ونفي النتيجة وقمنا بتطبیق قاعدة نفي الوصل علیهما 
فحصلنا على الخطین 3 و4. وقد تم غلق الفرعین في اقصی الیسار لوجود 
| و |K‏ | وفي اقصى اليمين لوجود با[ وبا | [. وبقي فرعان مفتوحان 
حتی بعد تطبیق النفي المزدوج. ويما أنه لا بمکننا تطبیق اکثر لقواعد اشتقاق 
فالشجرة منتهية وهذا يعني وجود أمكانية لجعل المقدمة ونفي النتيجة 
صادقتین في نفس الوقت وبالتالي فصورة الحجة خاطئة. 

3 أنشئ شجرة الصدی وحدد فیما 13 كانت صورة الحجة التالية صحيحة 
المقدمات: K, K — L‏ 

K< L : الننيجة‎ 


K 
2 ۷ 7 
3 (K+ L) 


S‏ ہر 


4 

5 x ہے‎ 
6 

7 ٩ L 
8 x x 


بما أن الشجرة المتتهية مغلقة فائن صورة الحجة صحيحة. 


241 


2.تحدید اتساق أو عدم اتساق الصیغ 

تعتبر شجرة الصدق مفيدة لأغراض أخرى غير تحدید صحة صور 
الحجج. فمجموعة من الصیغ تکون متسقة إذا احتوت شجرة الصدق على 
الاقل على فرع واحد منتهي مفتوح لان هذا يعني وجود إمكائية جعل جمیم 
الصیغ صادقة فی نفس الوقت أو آنها متسقة. وإذا كانت الشجرة المنتهية لا 
تحتوي على اي طریق مقتوح فان مجموعة الصیغ المعطاة تكون غير 


ملسقه. 
مثال 1 
لنأخذ الصيغ التالية : ۹ KAL, (LAM,‏ 
Kal‏ ¥ 1 
(LAM)‏ ¥ | 2 
MvN‏ ۷ 3 
K‏ 4 
x.‏ 5 
]L ]M‏ 6 
x ۲ SS‏ 7 
M N‏ 8 
X‏ 


321 قمنا بتطبیق قاعدة A‏ على الخط 1 فحصادا على الخطین 4 وک 
ثم طبقنا قاعدة | على الخط 2 فحصانا على الخط 6 وأخير! طبقنا قاعدة 
۷ على الخط 3 فحصلنا على الخط 8. لا نستطیع الان القیام بتطبیق أكثر 
لقواعد الاشتقاق. نری أن الفرع في أقصى الیسار مغلقا لوجود L‏ وبا | عليه 
وکذلك؛ فان الفرع الأوسط مغلقا لوجود M‏ وا علیه. ولکن» الفرع في 
أقصى اليمين مفتوح لعدم وجود صیغة ذرية ونفيها عليه. وبما أن هذا الفرع 
يقول بوجود إمكانية أن تكون الصیغ الاولية كلها صادقة في نفس الوقت فان 
هذه الصيغ تکون متسقه (حسب تعریف الاتساق). 


مثال 2 

K v L, |(L vM), M v IK : لناخذ الصیغ التالية‎ 

] “ K v L 

2 | v |(L vM) 

3 ۷ Mv || 

4 1 L, 

Í / 

6 1 IM 

7 ۳۰ x 

ë M 1 

9 x X 


243 


لقد قمنا بتطبیق قاعدة ۷ على الخط 1 فحصلنا على الخط 4 ثم 
طبقنا قاعدة v‏ على الخط 2 فحصلنا على الخطین 5 و6 واخیر! طبقنا 
قاعدة v‏ على الخط 3 فحصلنا على الخط 8ء نری أن الفرع في اقصی 
الیسار مغلقا لوجود |M M‏ عليه وکذلك فان الفرع الاوسط مغلقا لوجود 
]K ×‏ علیه. كما أن الفرع في أقصى اليمين مغلقا لوجود L‏ وا | علیه. 
وهكذاء فالشجرة المنتهية مغلقة. إذن لا نوجد إمكانية نجعل جمیع الصیغ 
الاولية كلها صادقة في نفس الوقت وبالتالي» فان هذه الصيغ تکون غير 


مر خر 


متسقه. 
3. تحدید نوع الصیغ 
إ.تكون الصيغة 0 نکر ارية اذا وفتط إذا كانت جميع الفروع على الشجرة 
المنتهية للصيغة » | معلقة. 
مثال أنشئ شجرة الصدق وحدد تكرارية الصيغة : 
(K— L)v (KAIL)‏ 


| 7 ]@K— L) v(K A IL) 
2 5 ](K — L) 

شام | 7 3 

4 8 

5 

6 111 

7 x x 
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بدأنا بكتابة نفي الصيغة المعطاة على الخط 1 تم تطبیق القاعدة ۷ | 
على الخط 1 فحصلنا على الخطین 2 و 3. وطبقنا القاعدة جہ | على الخط 
2 فحصلنا الخطین 4 و 5. بتطبیق القاعدة ۸ | على الخط 3 حصلنا على 
الخط 6. الفر £ اسر مغلق لوجود 1 ! وا عليه و الفر ع الایمن مغلق 
لوجود | | و 1 عليه وبما أن جمیم الفروع مغلقة فانه لا توجد امكائية 
لجعل نفي الصيغة صادقة وبالتالي فالصيغة نکر ارية. 
2..تكون الصيغة © منتاقضه ادا وفقط إذا كانت جميع فروع شجرة الصدق 
المنتهية للصيغة ۵ مغلقة. 
3.تکون الصيغة 0 عارضة DJ‏ وفقط إذا كانت جميع فروع شجرة الصدق 
المنتهية للصيغة » مفتوحة وکانت شجرة الصدق المنتهية للصيفة ‏ | 
مفتوحة ایضا. 


منال 
أنشئ شجرة الصدق للصيغة L‏ +4 وحدد فيما إذا كانت عارضة ام غير 


عارضة. 
(1) شجرة صدق الصيغة 
Ke L‏ ۷ 1 
K ]K‏ 2 
L 11‏ 
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)2( شجرة صدق نفي الصيغة 


ی کم 


2 K L 
3 ] L IK 


نرى أن شجرة الصيغة L‏ +16 المنتهية مفتوحة لوجود فرعين 
مفتوحين فيها. نرى كذلك أن شجرة الصيغة L)‏ «)ل) | مفتوحة أيضا 
وإذن» تكون الصيغة Ke L‏ عارضة. 
4.تستخدم أشجار الصدق أيضا لتحديد التكافؤ. 

الصيغتان المتکافئتان هما اللتان تمتلكان نفس قيم الصدق. أي أنه لا 
يوجد تعيين قیم صدق لمتغيراتهما القضائية يجعل أحدهما صادقة والأخرى 
كاذبة. ولاختبار ذلك نقوم بانشاء شجرتین. لنأخذ الصيغتين 0 و(]. شجرة 
الصدق الاولی تبدا بفرض أن 8 صادقة وك كاذبة وشجرة الصدق الثائية 
تبدأ بفرض أن 8 كاذبة و 0 صادقة. إذا كانت الشجرتان مغلقتين فهذا يعني 
عدم وجود تعيين يجعل للصيغتين قيم مختلفة وهكذا يتحقق التكافؤ. وإذا كانت 
إحدى الشجرتين على الأقل مفتوحة فهذا يعني وجود تعيين يجعل إحدى 
الصيغتين صادقة والاخری كاذبة وبالتالي تكون الصيغتان غير متكافئتين. 
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مثال 


حدد فیما إذا کانث الصیختان K‏ |ج- با [ L‏ ج × متکافنتین آم غير 


[. الشجرة الاولی 
IK‏ > !| س | 
(K> L)‏ | ص 2 
K‏ 3 
L‏ 1 4 
lk‏ 111 5 
x ۱ X‏ 6 


طبقا قاعدة — | على الخط 2 فحصلنا الخطین 3 و4. وطبقنا قاعدة 
ج على الخط 1 فحصلنا على الخط 5 الشجرة مخلقة. 


J ي‎ K— L 2.الشجرة الثانية‎ 
2 V HOL ج‎ ]K) 

3 ]L 

کہ مر ۱ 

5 11۳ 1 

0 2۸ 
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وهذه أيضا مغلقة واذن بتحقق التکافو. 


7 أشجار الصدق فی حساب المحمولات 

نستطیم نعمیم استخدام طريقة أشجار الصدق لیشمل حساب 
المحمولات. نشير هنا أننا تمکنا من تفسير (V x)Px‏ على أنه وصل لا 
نهائي من المعطوفات حیث أن مجموعة تعریف PX‏ هي المجموعة اللانهائية 
(...ردة ,ر8 ) = :M‏ 

(V *(۲۸ @Pa A ۰ 

إن كل من هذه المعطوفات تم جزء من شروط صدق الصيغة 
(V 7‏ . ولکنه من المستحیل كتابة هذه الشروط كلها في شجرة الصدق 


لانها لا نهائية. 
نشير هنا إلى أنه حتی شجرة الصدق لا تعطینا طريقة كاملة لتحدید 
صحۀ الحجج في حساب المحمولات. 
سنحاول الان کتابة شروط الصدق بالنسبة للمکمم الكلي x)Px‏ ۷): 
(V x)Px‏ 
Pa,‏ 
Pa»‏ 
۳23 
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وبالمل نستطیع تفسیر (3x) Px‏ على أنه فصل لا نهائي من 
المقصولات حيث أن مجموعة تعریفب Px‏ هي المجموعة اللانهائية 
(...رية :M = ! ay,‏ 
(3x)Px Pa, v ۰‏ 
شروط الصدق بالنسبة للمکمم الجزئي :(3x)Px‏ 
(3x)Px‏ 


1 Jú. 
: آنشئ شجرءة صدق الحجة التالية‎ 


الورد جمیل 


(V (۲‏ 
الترجمة : جج 


Pa 


حبث Px‏ : × یکون جمیل» و: الورد» :Pa‏ الورد جمیل. 
شجرة الصدق کاملة تكون كما يلي : 
(V x)Px‏ 
نا 


Pa 
x 
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ان قواعد شجرة الصدق المعممة تستخدم قواعد شجرة حساب 
القضایا التي مرت بنا بالإضافة إلى 6 قواعد جديدة وهي المتعلقة بالصیغ 
المحتوية على المکممین و علی الهویة. 

بما أن حساب المحمولات مع الهوية يمتلك 3 رموز لا یتضمنها 
حساب القضایا وهي ۰۷ ۰3 = ونحن نحتاج إلى قاعدتین لکل منهم (واحدة 
للصيغة المنفية و أخری للصيغة غير المنفية) التي تظهر فیهم فإذن» توجد 6 
قواعد جديدة في أشجار حساب المحمولات. سنبدأ أو لا بقاعدة التکمیم الكلي. 
1.قاعدة المکمم الكلي V‏ 

اذا ظهرت صيغة على الشکل 0 (V x)‏ على فرع مفتوح فانه اذا 
كان 8 حدا ثابتا في صيغة ما على هذا الفر ع فنکتب (×/٥)ء‏ (التي هي 
نتيجة استبدال كل ظهور للمتغیر × في © بواسطة (a‏ أسفل الفرع. اذا لم 
تظهر أية صيغة تحوي حدا ثابتا قاننا نخثار حدا ثابتا 2 ونکتب («/0)2 
اسفل الفرع. وفي کل الحالات لا نحقق (لا نکتب x) 0 ) V‏ ۷). 

إننا لا نحقق هذه الصيغة وذلك لانه مهما اشتققنا من صيغ بواسطة 
القاعدة ۷ فاننا لا نستنفذ كل تطبيقاتتا. ولکن بالرغم من أن الصیغ المکممة 
کلیا لا تحقق أبدا فإن آشجارها یمکن أن تغلق (في هذه الحالة صورة الحجة 
تکون صحیحة) أو يمكن الوصول إلى نقطة تکون عندها الشجرة غير مغلقة 
ولا توجد قواعد أكثر يمكن تطبیقها (في هذه الحالة تکون صور: الحجة 
خاطئة). 


مثال 2 


أنشئ شجرة صدق صورة الحجة التالية وحدد فیما اذا كانت صحيحة أم 
خاطئة: (Vx) (Kx — Lx),( Vx) Kx‏ 
La‏ 
l (Vx) (Kx — Lx)‏ 
Vx) Kx‏ ( 2 
La‏ ] 3 
1.a‏ 1 ۷۶ 4 
Ka‏ ۰ 
= .> 
La‏ ۵ 6 
Xx x‏ 7 


La‏ أن الحد الثابت 2 یظهر على La‏ | (لخط 3( فانه يكون الحد 
الذي نستخدمه للحصول على الخطین 4 و5 باستخدام قاعدة التکمیم الكلي. 
ولکن الشجرة آصبحت مغلقة بعد تطبیق قاعدة الاستلزام وهذا يبين أن صورة 
الحجه صحیحه. 
2.قاعدة نفي المکمم الجزني 3 ] 

اذا ظهرت صيغة غير محققة على الشکل w‏ (*1)3 على فرع 
مفتوح فاننا نقوم بتحقیقها ونکتب 10 (V x)‏ أسفل كل فرع مفتوح يحوي 
الصيغة المحققة. 
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3 اعدة نفي المكمم الكلې ۷ | 
إذا ظهرت صيغة غير محققة على الشکل 0 |[Vx)‏ على فرع 
مفتوح فاننا نقوم بتحقيقها ونکتب x) a‏ 3) أسفل كل فرع مفتوح يحوي 
الصيغة المحققة. 
مثال 3 
انشئ شجرة صورة الحجة التالية وحدد فيما إذا كانت صحيحة أم خاطئة : 
(Vx) (Kx > Lx), |) 3x) Lx‏ 


Ka 
1 (Vx) (Kx — Lx) 
2 7 ](3x)Lx 
> | 2 
4 (Vx) |Lx 
5 ما‎ 

¥ Ka> La 

6 
7 112 La 
8 X X 


لقد طبقنا قاعدة نفي التکمیم الجزئي على الخط 2 وحصلنا على الخط 
4. وطبقنا قاعدة التکمیم الكلي على 4 فحصانا على الخط 5 ثم طبقنا قاعدة 
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التکمیم الكلي على الخط 1 فحصلنا على الخط 6. وأخيرا طبقنا قاعدة 
الاستلزام على الخط 6 فحصانا على الخط 7. صورة الحجة صحيحة. 
4 قاعدة المکمم الجزئي 3 

اذا ظهرت الصيغة على الشکل 6(« 3) على فرع مفتوح فاننا نقوم 
بتحقیقها ثم نقوم باختیار حد ثابت والذي لم يظهر لحد الان على هذا الفر ع 
ونکتب a (a/x)‏ (التي هي نتيجة استبدال كل ظهور للمتغیر X‏ في 0 بواسطة 
(a‏ آسفل کل فر ع مفتوح يحتوي الصيغة المحققة. 


مثال 4 
أنشئ شجرة صدق صورة الحجة التالية وحدد فیما إذا كانت صحيحة أم 
x)Kx 0‏ 3( 
(V x)Kx‏ 
l ¥ (3x)Kx‏ 
x)Kx‏ 10۲ 7 ۱ 
Ka‏ 3 
(3x)]Kx‏ ¥ 4 
]Kb‏ 5 


لقد آدخلنا الحد الثابت 2 باستخدام القاعدة 3 على الخط 3. و استبدلنا 
الصيغة x)Kx‏ )| بواسطة مکافثتها الجزئية على الخط 4. كما أدخلنا بعد 
ذلك حدا ثابتا Í‏ خر b‏ مع تطبیق ناني للقاعدة 3 (قاعدة المکمم الجزئي 
تتطلب أن یکون الحد الثابت الثاني مختلفا عن الأول). لا يوجد تطبیق لقواعد 
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اخری والشجرة المنتهية تحوي على فرع واحد مفتوح. وهکذا فان المقدمة 
ونفي النتيجة تکون صيغ متسقة وبهذا فان صورة الحجة خاطنة. 


5 منال‎ 
أنشئ شجرة صدق صورة الحجة التالية وحدد فیما إذا كانت صحيحة أم‎ 
) Vx) ) Vy) (Kxy — ÎKyx) ورس‎ 
| (x) Kxx 
l (Vx) (Vy) (Kxy — | Kyx) 
2 7 | ]Gx)Kxx 
3 ےہ‎ (3x) Kxx 
4 Kaa 
5 ( Vy) (Kay — ] Kya) 
6 7 (Kaa ¬+ |Kaa) 
1 | `S. 
8 x X 


لقد طبعنا قاعدة المکمم الوجودي على الخط 3 قبل تطبيق قاعدة 
المکمم الكلي على الخطین 5 و6 لان هذا يقلل من طول الاشجار بشکل 


عام. وصوره الحجة صحيحة. 
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مثال 6 


انشئ شجرة صدق صورة الحجة التالية وحدد فيما اذا كانت صحيحة ام 


: خاطئة‎ 
( Vx) ) 3y) Lxy 
Laa 

1 ( Vx) ( 3y) Lxy 
2 | Laa 
3 1 ( 3y) Lay 
4 Lab 
5 ۳ ( 3y) Lby 
6 Lbc 
7 7 ) 3y) Lcy 
Š Lcd 


الشجرة اعلاه لن تصل إلى نهایتها لانها لا نهائية الطول. لقد طبقنا 
قاعدة التکمیم الكلي على الخط 1 وهکذا نتجت صيغة مکممة جزئية جديدة 


على الخط 3. تطبیق القاعدة3 على هذه الصيغة الجديدة على الخط 4 أنتج 
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حد ثابت ۵. وبما أن الصيغة المکممة کلیا على Lš)‏ | غير محققة فیجب 
تطبیق القاعدة V‏ مرة أخرى بالنسبة إلى b‏ وبهذا نتجت صيغة مكممة 
جزئية جديدة وهذه بدورها أدخلت حدا ثابتا جديدا c‏ على الخط 6 لکن هذا 
يتطلب تطبیق القاعدة ۷ على الخط 1 بالنسبة إلى C‏ وهكذا دواليك. وهكذا 
فالشجرة لا يمكن أن نتتهي وبالتالي لا تعطي جوابا. المثال أعلاه يبين أن 
حساب المحمولات غير قابل للحكم (أي لا توجد طريقة فعالة للحكم على 
صحة صورة حجة فيما إذا كانت صحيحة أم خاطئة). 
7 أشجار صدق الهوية 

يمكن استخدام أشجار الصدق في صور الحجج المحتوية على علاقة 
الهوية (<). إن هذا يتطلب إدخال قاعدتين جديدتين. 
[.قاعدة الهوية = 

إذا ظهرت صيغة على الشكل a = b‏ على فرع مفتوح. فانه إذا 
ظهرت صيغة ٦‏ غير محققة وتحوي الحدين 2 أو b‏ فإننا نقوم أسفل الفرع 
بكتابة أية صيغة ليست على الفرع والتي تكون نتيجة استبدال ظهور واحد أو 


أكثر لأي من هذين الحدين بواسطة الحد الآخر في Y‏ . لا يتم تحقيق أي من 


.y أو‎ 2 > ١ 

مثال 7 

أنشئ شجرة صدق صورة الحجة التالية وحدد فيما إذا كانت صحيحة أم 
خاطئة : a=b‏ 


Kab 4 2 
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l 2 =b 

۱ ] (Kab — Kba) 
3 7 Î (Kaa + Kaa) 
4 Kaa 

5 (Kaa 

6 Xx 


لقد قمنا على الخط 3 باستبدال ظهور b‏ فی الصيغة على الخط 2 
بواسطة a‏ باستخدام قاعدة الهویة. صورة الحجه صحيحة. 
2.قاعدة نفي الهوية = | 
يغلق أب فرع مفتوح تکون عليه صيغة على الشكل o)‏ = ©) | 


مثال 8 
انشئ شجرة صدق صورة الحجة التالية وحدد فيما إذا كانت صحيحة ام 
خاطئة : 6 a=‏ 
b=a‏ 
l a=b‏ 
(=a)‏ | 2 
(a =a)‏ | 3 
K‏ 4 
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لقدم قمنا على الخط 3 باستبدال ظهور b‏ على الخط 2 بواسطة a‏ 
وهکذا حصلنا على الصيغة (a = a)‏ | التي اغلقت الشجرة باستخدام قاعدة 
نفي الهوية. 


7 تمارین 

(i)‏ باستخدام آشجار الصدق حدد. فیما إذا كانت کل من الصيغ التالية 
تكرارية» عارضة أم متناقضة. 

(KA ]K) (!‏ ا)1 

(K جه‎ (]K—Ə K) (2 

(K +K) ¬+ (L^ ]L) (3 

(K> |ج (ا‎ ) À ]L) (4 


(K جه‎ (L + M)) ¬+ ((K + L) + (K + M)) (5 


(Q)‏ حدد فيما إذا كانت كل من مجموعات الصيغ التالية متسقة لم غير 
متسقة» وذلك باستخدام أشجار الصدق : 

IKvL, (IL اول‎ 

(ILAM)Ə]K, ۱0۷۷ D © 

K+L,M >L, [06 — M) (3 

4( با ,اج ۷1,۴ 

( 


۴ L, | | 6 — M) 5 
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(ج) باستخدام آشجار الصدق حدد فیما 13 كانت صور التالية صحيحة ام 


خاطئة. 
(1)المقدمات (( K + (L^ (Mv‏ 
النتيجة K— L‏ 
(2)المقدمات K—(Lv M), ILA K‏ 
النتيجة M‏ 
(3)المقدمات Kv(LA M), K> L‏ 
النتيجة LAN‏ 
(4)المقدمات M)‏ ج K + (L‏ 
النتيجة M‏ ج AL)‏ ۲) 
(5)المقدمات (KAL)—+M‏ 
النتيجة K + (L ¬+ M)‏ 


(د) باستخدام أشجار الصدق حدد فيما إذا كانت أزواج الصيغ التالية 
متكافئة أم غير متكافئة. 

[16 ,نب‎ |06 L) (1 

[86 ۸ و(ا‎ IKAIL (2 

3( بآ , (16 ۸( جه 1)) 


(ه) باستخدام أشجار الصدق» حدد فیما إذا ما كنت کل من 


سه مت 


مجمو عات الصيغ التالية متسقة أم غير متسقة. 
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(Vx) (K, — Lx), (3x) گا‎ |(3x) با‎ (1 
Ka, (3x) ہکا‎ (Vx) (K, — L,.) (2 
(3x) (K, A | Lx), (Vx) (M, — Lx), (Vx) (K, > Mx) (3 
1 ))3«( K, — ,(ہازرت)‎ (Vx) (K, — Lx) (4 
باستخدام أشجار الصدق حدد فیما 15 كانت صور التالية صحيحة أم‎ (3) 


aplus 
(Vx) K, — (Vx) Lx, |(3x) L, (! 
(3x)| K, 
(3x) K, , (3x) L, 
(2 
(3x) (K, ^ L,) 
(3x) (Vx) K,y (3 
(Vx) (3x) Ky 
K, A (la ^ Ma), (Vx) (L, > Nx), (Vx) (L, — O,) 4 
۲ 
2 > 0 
(5 
Kab و‎ Ksa 
س|ه-ه‎ 9-۰ (6 
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حلول التمارین 

الفصل الأول - 6.1 

0 

1 )ذهب أحمد إلى المكتبة : × » ذهب علي إلى المكتية : L‏ 

.1 A L : الترجمه‎ 

2)المتلث ABC‏ قائم الزاوية : ¿K‏ المثلث ABC‏ متساوي الساقین : L‏ 
الترجمة : KA L‏ . 

3)أحمد يذهب إلى المدرسة : K‏ ء علي يذهب إلى المدرسة : L‏ 

لترجمة : 1[ ۸ 16. 

4)العدد ا <8 : کا العدد 2 < 0 L:‏ 

.K v L : الترجمة‎ 

5)ممائل إلى 4( 

6)المستقيم 3 عمودي على © : K‏ المستقيم b‏ عمودي على © : L‏ 
M: a//b‏ 

. (K AL) — (M v |M) : الترجمة‎ 

7)تتدمر الحضارة البشریه : K‏ » اندلعت الحرب الذرية : L‏ 


L -< [> : لترجمه‎ 
N: ج‎ > 0 ۰ M: << ۵0 2 [ : مه‎ < 0 ۰ 1 : ab < 8 
O:b<o 
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. K ¬+ ((L م‎ M) v (NA )((( : الترجمه‎ 

0ممائلة إلى 8) 

L: —c<—b «< K:b<c(10 

K — L : الترجمة‎ 

| )مقیاس المنطق صعب : K‏ احمد ینجح في المنطق : L‏ » فاطمة تنجح 
في المنطق : M‏ ء حضرا المحاضرات : N‏ 

.K—((LAM)e N) : لترجمه‎ 

(ب) 

1)إذا حضر أحمد الاجتماع فان علي یحضر الاجتماع. 

2 حضرت خلود الاجتماع فان أحمد لن یحضر الاجتماع. 

3)أحمد یحضر الاجتماع إذا وفقط إذا حضرت خلود الاجتماخ. 

4 حضر أحمد أو علي الاجتماع فان خلود تحضر الاجتماع. 

5)إذا حضر احمد الاجتماع» فان خلود تحضر او 1 لم تحضر خلود 
الاجتماع فان علي يحضر. 


(ج) 

0 

]K [| 6 +K 
F ۶ 
T F 
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(6 


(KA L) +4 M |(KƏ(L—Ə-M)° 
((KA^ L) + M 


KI IL ۳ [LƏMI| K—Ə(L—ƏM)|KAL 


= |= = F =F [= ے‎ 


مع ا = 


111 
ادا اح سس 


متا | = متاامت] | F F‏ مځ = 
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(2) 


j 
ل‎ 
3 
د‎ 
3 


قارن > 


قارن ہین العمودین الأخيرين 


قارن بین العمودین الأخيرين 


4) مماثل إلى 3) 


قارن بین العمودین الاخیرین 


(6 


K با‎ ۳ |KAL|L—-M [|(KA L) >? M |K—Ə (L—”SMM) | ((KAL)+M)+ 


K— L) > M 
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ساسا 
ساد ااا 


کا متا | متا | F‏ = = = 


(ه) 


(3) (KAL) > ]K 
(2) KA L ]K 
| 
(1) ۵ K 
(2 
(5) | KK A L)v (M — L) ^ (K جه‎ (L v ]M)) 
a 
جم‎ ]((KAL)v(M— L)) عا‎ (Lv ]M) 
| 
(3 (KAL)v(M o L) K Lv ]M 
۱ 

(2) K AL M— L K | IM 
(1) ۸ 4 i ۱ ! 


(3) 


z 27)‏ 3 أو 6 × 4 عد 20 : صادقة ۰ ب)6 4 = 20 و9 عدد فردي: 
کانبۀ ؛ ج)إذا كان 6 4 = 0 فان 2 عو 8 ؛ کاذبة. 


د2 - 8 أو 6 × 4 = 20 و9 عدد فردي : صادقة 
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الفصل الثانی - 12.2 

(i)‏ ننشی أولا جدول صدق کل صيغة. 

(۱) تكرارية + )2( تكرارية + )3( عارضة + (4) عارضة ١‏ 
)5( تکرارية ٠‏ )6( منتاقضة + )7( نکر اریة. 

(ب) 

(1)للتحقق من (ب) ج (ا) نقوم بانشاء جدول صدق الصيغة (ب) — (ا) 
اي : (K v D‏ ج L)‏ — |) ہ فإذا كانت هذه الصيغة تكرارية فان 


ب بت (). 


بما أن (ب) + (i)‏ صيغة تکراریة فان (ب) د (). 

للتحقق من (أ) = (ب) نقوم بانشاء جدول صدق الصيغة ()<- (ب)» أي 
K —L)‏ ]( ج(ا (Kv‏ » فلذا كانت هذه الصيغة تكرارية فان (Ë)‏ ج (ب). 
سنستخدم الأعمدة الخمسة الأولى من الجدول أعلاه ونضیف لهم العمود 


š السادس التالي‎ 
Kv ج(]‎ (]K +L 


نان الچ | سم 


vo‏ أن (j)‏ — (ب) صيغة تكراريةء فإن» (Í)‏ < (ب). 
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للتحقق من (ب) >< (ا) نقوم بانشاء جدول صدق الصيغة (ب) ج () أي 
L) @ ) v D)‏ ج >۱1) , فإذا كانت هذه الصيفة تكرارية فان (ب)جه (ا). 
سنستخدم هنا ایضا الاعمدة الخمسة الاولی أعلاه وتضیف لهم العمود 
السادس التالي : 


)2( للتحقق من (ب) = (Ü)‏ نقوم بانشاء جدول صدق الصيغة (ب)«- () 
أي L) — (K ۸) — L))‏ ج (K‏ , فاذا كانت هذه الصيغة نکر ارية فان 


(ب) < () : 


نلاحظ أن الصيغة في العمود الأخير ليست تكرارية وانن فان (ب) مر (). 
للتحقق من (أ) ج (ب) نقوم بإضافة عمود آخر ونجد قيم صدق الصيغة 


—(i)‏ (ب)» فإذا كانت هذه الصيغة تكرارية فان (Í)‏ ج (ب). 


نلاحظ أن الصيغة في هذا العمود تكرارية» وإذن: (Í)‏ = (ب). 
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للتحقق من (ب) ج> (() نقوم باضافة عمود جدید ونجد قيم صدق الصيغة 


(ب) جه (ا)ء فإذا كانت هذه الصيغة تكرارية فان (ب) <> (() : 


نلاحظ أن الصيغة في هذا العمود ليست تكرارية وانن (ب)ٔو (). 

حل (۰)3 (۰)4 )5( مماتل إلى (1) و(2) أعلاه. 

(ج) 

1) ۸0 ۸۱٨ ( (2) : (Kv D v](M v ]N) (1) 
1(GQK v L) v 1)11 v K)) (3) 

) —]L) ^ (IL + K) > M) A (M > (L> K) ^ (K —] L)))(4) 
1(K ¬» (L > ]M)(5) 

(3) 


(1)القضايا الذرية : شيء ما حي : K‏ شيء ذو روح ç L:‏ شيع 


. الترجمة‎ 
(K + L) ^ (L> M) (Î) 
(M + L) A (L — K) )ب(‎ 

الآن ننشئ جدول صدق الصیغة (ا) جه (ب) : 
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K|L |M |KƏL|LSƏM|] )(۸١ ا(ب) اغام اا مه‎ (Î) )ب( جه‎ 
111 1. jr Ir [r jr I 
T F 
11۳ ۱١ ا٣‎ fr |F ٣١ [r F Ir 
T F 
F F 
FIT ۱۳ IT |F ا‎ fr "ا‎ F IT 
۳ ۱۳ T ۲ Ir jr F r IF ٢ 
F ۳ T ÎT Tr 7 T T T 


F 
نلاحظ أن الصيغة في العمود الاخیر (ب) <> (أ) ليست صيغة تکر‎ 
وإذن (أ) لا تكافئ (ب).‎ 
(2)القضايا الذرية‎ 


1 


چم 
یا 


الروح متحركة بذاتها : K‏ ¿ کل ما هو متحرك بذاته مصدر التغیر : مآ ؛ 

الرو ح مصدر التغير : M‏ 

التر جمة 

(K ^ L) — Mí) 

](1M 2 (K AL) )ب(‎ 

الان ننشئ جدول صدق الصيغة (J)‏ ج> (ب). فإذا كانت الصيغة (أ)ج> (ب) 

تكرارية فان (i)‏ تکافی (ب). النتيجة هي أن (ا) تکافی (ب). 

(°) 

)1( سنحاول آولا البرهان على خطأ صحة صورة الحجة وذلك بإعطاء مثال 
مضاد. 


لناخذ النتيجة كاذبة» OM‏ يجب أن تكون M‏ صادقة. الان» حتی تکون 
المقدمة الثالثة صادقة يجب أن تکون K‏ صادقة. وحتی تکون المقدمة الثانية 
صادقة وبما أن M‏ صادقةء أي |M‏ كاذبة» فيجب أن تکون L‏ کاذبة. 
حتی تکون المقدمة الأولى صادقة وبما أن L‏ کاذبة» أي أن |L‏ صادقةه 
فیجب أن تکون K‏ كاذبة. وهنا وصلنا إلى تناقض : K‏ صادقة و كاذبة. 
ادن يفشل المثال المضاد وصورة الحجة صحيحة. 


وحتی نبر هن أن هذه الصورءة صحيحة سنعطي برهانا صوریا لها. 


البر هان 
lk P‏ ب با[ 1۰ 
Le ۷ ë‏ .2 
K 5‏ .3 
النفي المضاعف ,3 16[ | .4 
نفي التالي 1,4 IL‏ | .5 
النقس المضاعف ,5 L‏ .6 
الاستلزام الثنائي ,2 )1> (ÎM‏ ہ۱۸۸ (L>‏ .7 
التبسيط ,7 L— ]M‏ .8 
الوضع 8 ,6 ٩‏ .9 


(2)ستحاول أو Y‏ البرهان على خطا صورة الحجه ودلك باعطاء مئال مضاد. 
ناخذ النتيجة كاذبة. إذن يجب أن تكون M‏ كاذبة و كاذبة. حتی تكون 
المقدمة الأولى صادقة وبما أن M‏ كاذبة فإن L‏ يجب أن تكون كاذبة. حتى 


تكون المقدمة الثانية صادقة فيجب أن تکون K —M‏ كاذبة. وبما أن K‏ 
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كاذبة فیجب أن تکون M‏ صادقة وهنا وصلنا إلى تناقض : M‏ كاذبة و M‏ 
صادقه. ادن یفشل المثال المضاد وصورة الحجة صحيحة. 


وحتی نبرهن أن هذه الصورءة صحيحة سنعطي برهانا صوریا لها. 


. L—> M 
. |) > M) 
]M 


. ۷ v K 
M +K 

. |(K—> M) 
. ](K v M) 
. KA İM 

. K 

. | +K 


هسم عم رم 
هته سم له 


. جا‎ (L v M) 
. L جه‎ N 

M +N 
N— [0 

O 

Ilo 

IN 


] M 
. ]L 


ہر NS‏ سپ ھ مارح = مو ک 


البر هان 


. | (K > M)A (M —ƏOIIAI 
. | K> M) v ] (M — K) 


البر هان 
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9و 


° 
( مقدمة ب.ش) م 
استلزام نناني ,2 
دي مورغان ,4 
الجمم ,3 
الاستلزام ,6 
نفي الفصل 5,7 
الاستلزام ,8 
دي مور غان ,9 
التبسيط ,10 
بش 3,11 


(و)(1) 


و ` 7" لہ 


نفي التالي 4,6 
نفي التالي 3,7 
نفي التالي 2,7 


مم یم u‏ د V‏ ۴۳ یہ 


Q چ‎ S نم‎ — 


. ILA IM 
. (LVM) 
. 1 


البر هان 


. LS (MA k) 
. M+ ۴ 
. (L> (M^ KJ) A((M ^ K6) + L) 


L— (M م‎ K) 
lM v]K 


. (MAK) 
. ]L 


البر هان 


, K—+>(L— M) 


]M 


. (K A L) جح‎ M) 
. (KAL) 
. IK. IL 


الحطف 8,9 
دې مور غان,0 [ 
نفي التالي 1,11 
)2( 


ë 
م‎ 

الاستلز ام النناني l,‏ 
التبسیط ,3 

الاسطز ام ,2 

دي مور غان ,د 
تفي التالي 4,6 


)3( 


P 


5 
الاستیر اد و التصدیر ۶ 
نفي التالي 2,3 
دي مور غان ,4 
2 


(1)القضايا الذرية 


الموت انفصال الروح عن الجسم : K‏ 
الروح قادرة على الوجود مستقلة عن الجسم : L‏ 


الروح تصبح حرة حين يموت الجسم : M‏ 
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الترجمة 


سس تخ نیا + 


سن نا Q‏ ھ ہا جح = 


البرهان 


. [> ب ]) جه‎ M) 
. ) AL) — M) 

. ۱۸١ ب‎ ](KAL) 
. IM > (]K v IL) 


K ¬ (L— M) المقدمات‎ 
| النتيجة (1| ۷ 11) ج‎ 


م 

الاستیر اد والتصدیر, | 

عکس النقيض ,2 

دي مورغان ,3 

)2( القضایا الذرية 

تفسد الروح حين يموت الجسم : K‏ 
ينبغي أن نخد الموت : L‏ 

هناك أمل : M‏ 

الترجمة 


KƏ>L, IKƏ>M,K v 1 المقدمات‎ 


البر هان 


. K—> L 

. K> M 
. Kv |]|K 
. 1ا|‎ 1× 


M‏ > لا 


. | + ]]L 
. | +L 


النتيجة اج IM‏ 


عكس النقيض ,1 
القياس الشرطي 2,4 
عكس النقيض ,3 
النفي المضاعف ,6 
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. K> L 
. |M با[ ج‎ 


M4N 


۷۲ ب با || . 


۷ جا 


. K +N 


)3( القضایا الذرية 
ألقيت أسئلة على الناس بصورة صحيحة : K‏ 


الناس یظهرون معرفة لم يكتسبوها في هذه الحياة : L.‏ 


الناس اكد كتسبوا معرفه في حياة سابقة : M‏ 


التر جمة 
المقدمات +N‏ ۸ , | ب ۱۳ ,اج ا 
النتيجة K 4N‏ 
البرهان 
م 
مم 
م 
عكس النقيض ,2 
الفنى المضاعف ,4 


القیاس الشرطي 1,3,5 


(4) القضايا الذرية 

الروح تشبه نغم يعزف على الة موسيقية : K‏ 
يمكن أن توجد الروح قبل أن يوجد الجسم : L‏ 
الحجة المستندة إلى الروح قوية M:‏ 

الروح قد وجدت قبل أن يوجد الجسم : N‏ 
الترجمة 
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المقدمات ۷ -ا], ا ۷,1[ جک 


]M v ]K النتيجة‎ 
البر هان‎ 
1. K> N ° 
2. M +L ° 
3. L +N ° 
4. M +N 213 القیاس الشرطي‎ 
5. | ٣۸١ عكس النقيض ,1 »!| ج‎ 
6. N + | > 5, الفني المضاعف‎ 
7. M> [1 4,6 القياس الشرطي‎ 
8. "٤ 7, الاستلز ام‎ 
(c) 


(1)القضايا الذرية 


أبيع سيارتي : M‏ 

أكسب بعص لمال : N‏ 

التر جمة 

(Kv ]( —>(MA N) المقدمات‎ 
K vM النتيجة‎ 


سنحاول أولا البرهنة على خطا الحجة وذلك بإعطاء مثال مضاد. نأخذ 


النتيجة كاذبة. إذن K‏ يجب أن تكون كاذبة و يجب أن تكون كاذبة. حتی 


275 


تکون المقدمة صادقة وبما أن M‏ کاذبة فان تالي المقدمة کاذباء وهکذا 
فیجب أن يكون مقدمها کاذبا أیضا. وإذن يجب أن تكون K‏ صادقة وا 
کاذبه. وهنا وصلنا الى تتاقض : K‏ کاذبه وصادقه. إذن یفشل المثال المضاد 
والحجة صحيحة. وحتی نبرهن صحه الحجة سنعطي برهانا صوریاء 
باستخدام طريقة البرهان غير المباشر. 


البر هان 
(IKvL)—>(MAN) 5‏ .۱ 
م Kv M‏ .2 
) مقدمة ب.غ) م ]Kv M)‏ .3 
,2 دي مورغان M‏ | م .4 
التبسیط ,4 |K‏ .5 
الجمع ,5 [Kv L‏ .6 
الوضع 1,6 MAN‏ .7 
التبسیط ,4 M‏ .8 
التبسیط ,7 M‏ ,9 
العطف 8,9 M A ]M‏ .10 
ب.عغ 3,10 Kv M‏ .11 


)2( القضايا الذر په 
فازت الجزائر بکأس العرب لكرة القدم : K‏ 
فازت سوریا بکاس العرب S)‏ + القدم : L‏ 


أكون سعبدا : M‏ 
أقيم احتفالا : N‏ 
التر جمه 
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(KvL)> (MAN) المقدمات‎ 

K + ٧) النتيجة‎ 

سنحاول البرهان أولا على خطأ الحجة وذلك بإعطاء مثال مضاد. نأخذ 
النتيجة K + M‏ كاذبة. OM‏ يجب أن تكون K‏ صادقة و۷ كاذبة. حتى 
تكون المقدمة صادقة» وبما أن M‏ كاذبة فان تاليها يكون كاذبا وبالتالي يجب 
ن يكون مقدمها كاذبا. إذن يجب أن تكون K‏ كاذبة و كاذبة. وصلنا إلى 
تناقض : K‏ صادقة و كاذبة. لان يفشل المثال المضاد والحجة صحيحة. 
للبرهنة على أن الحجة صحيحة سنعطي البرهان التالي : 


البرهان 
(M A N) °‏ ج l. (K vL)‏ 
(مقدمة ب. ش) م K‏ .2 
الجمع ,2 K v L‏ .3 
الوضع 3,! MAN‏ .4 
التبسیط ,4 ۸ .3 
ب. ش 2,5 K—> wM‏ .6 


(3)القضایا الذرية 

على يذهب إلى المكتبة : K‏ 
سالم يذهب إلى المكتبة : L‏ 
فاطمة تذهب إلى المكتية : M‏ 


الترجمة 
المقدمات ۰ ^M)‏ )۷ 
النتيجة IM‏ 


سنحاول البرهان أولا على خطا الحجة وذلك باعطاء مثال مضاد. نأخذ 
النتيجة M‏ [ كاذبة. إذن يجب أن تكون M‏ صادقة. حتی تكون المقدمة 
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الاولی صادقة Las‏ أن M‏ صادقة فیمکن أن ناخذ K‏ صادقة و صادقة. 
حتی تکون المقدمة الثانية صادقة وبما أن M‏ صادقة فیمکن أن ناخذ K‏ 
صادقه. إذن ینجح المثال المضاد والحجة خاطنة. 


السطر المطلوب 
M | Kv(LAM [|KƏM| ۷‏ | با ۱ 
TÎTÎ T T T F‏ 
(4)القضایا الذرية 


يغيب أحمد عن دروس المنطق : K‏ 
تهاون أحمد في مراجعة دروسه : L‏ 
أحمد پرسب : M‏ 

أحمد يطرد من الجامعة : N‏ 


أحمد یشعر بالاهانة : © 


الترجمة 

المقدمات (KvL)+ (MvVN), (Lv M) >O, [0 AK‏ 
النتيجة N‏ 
الحجة صحيحة وللبرهنة عن صحة الحجة سنعطي برهانا صوريا. 
البرهان 

٠. (KvL) + (Mv N) 5 

2. (Lv M) > O N 

3. 0 ° 

4. K 3, التبسیط‎ 

5. KvL 4, الجمم‎ 

6. Mv N 1,5 الوضع‎ 
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التبسیط ,3 0ا . 
نفي التالي 2,7 LVM)‏ 
دي مورغان ,8 ۷ Lr‏ . 
التبسيط ,9 ۸ . 
قیاس الفصل 6,10 ج3 
(5)القضایا الذریة 
هرب سالم من بيته : K‏ 
سالم برئ من التهمة الموجهه اليه : L.‏ 
سالم يكون أمنا من القبض عليه : M‏ 
سالم بعید عن مكان الجريمة : N‏ 
الترجمة 
المقدمات M,N‏ ج سا با K—(]Lv IM), N—Ə‏ 
النتيجة 11 
البر هان 
Lv İM) 5‏ ]( + 16 . 
L ۲‏ ب N‏ 
5 ۷ ج 1 
ë‏ 3 
الوضع 24 L‏ 
الوضع 3:5 M‏ 
العطف 5,6 LAM‏ 
دي مورغان ,7 (]Lv ]M)‏ | . 
تفي التالي 1,8 IK‏ 
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ہر یچ س جح مجح به مم 


. K—Ə(La M) 
. (Lv M)> N 


K 
LAM 
L 
Lv M 
N 
K +N 


(6)القضايا الذرية 

أقام علي احتفالا بمناسبة نجاحه : K‏ 
علي يدعي سمير : با 

علي يدعي فائزة : M‏ 


الترجمة 
المقدمات K+(LAM), (Lv ۸۷( +N‏ 
النتيجة ٦‏ چو 


البرهان 
° 
8 
(مقدمة ب.ش) م 
الوضع 3,! 
التبسيط ,4 
الجمع ,3 
الوضع 2,7 
ب.ش 3,7 
(ط) 


)1( سنعطی برهانا صوریا. سنکتب النتيجة على الشکل 2 ]|C—‏ . 
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البر هان 


1. ۱8۷ )۷ ^C) ° 

2. ]B— 5 

(مقدمة ب.ش) م |C‏ .3 

4. |C v 0 3, الجمع‎ 

5. v ]C 4, التبدیل‎ 

دي مور غان ,5 0 10۷۸ .6 

قياس الفصل 1,۵ |B‏ .7 

8. D 2,7 الوضع‎ 

9. [0 D 3,9 ب.ش‎ 

l0. Cv D 9, الاستلزام‎ 

)2( سنحاول البرهان اولا على خطا صورة الحجة وذلك باعطاء مثال 
مضاد. 


ناخذ النتيجة کاذبة. إذن يجب أن تكرن‌8 كاذبة. حتی تكون المقدمة الأولى 
صادقة فيجب أن تكون ۸ كاذبة ول) كاذبة. حتى تكون المقدمة الثانية كاذبة 
ناخذ ٤‏ كاذبة. إذنء ينجح المثال المضاد والحجة خاطئة. 

السطر المطلوب 


)3( ستحاول او لا البرهان على خطاأ صورة الحجة وذلك پاعطاء مثال 
مضاد. 
ناخذ النتيجة كاذبة. إذن يجب أن تکون K‏ کانبه. حتی تکون المقدمة الأخيرة 


صادقة» فیجب أن تكون M‏ صادقة. حتى تكون المقدمة الثانية صادقه وبما 
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وبما أن K‏ كاذبةء أي أن التالي × | صادقء فان المقدم یمکن أن يكون 
صادق أو کاذب. عندنا هنا المقدم کانب. إذن ینجح المئال المضاد و الحجة 


خاطئة, 
السطر المطلوب 
L| M‏ جع | | ج K|L| M (IM A]M‏ 
۳٣ | ۳ | T 1 1 1‏ 
)4( 
نبر هن أن صورۀ الحجة صحيحة» سنعطي البر هان التالي. 
البرهان 
O) P‏ جه A ¬ (B‏ .1 
BA]C 3‏ .2 
ë‏ دم 4| .3 
دي مورغان ,2 ©8611 |)| .4 
النفس المضاعف ,4 © ماق[)| ,5 
الاستلزام ,5 O‏ + )| .6 
الجمم ,6 C)v]—(C + B)‏ جدم)| .7 
دي مورغان ,7 ((8 + C)A](C‏ + )| .8 
الاستلزام الثنائي ,8 و جه 1 .9 
نفس التالي 9,| ۸ .10 
. الوضم 3,10 D‏ .11 
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سم U NJ‏ حل CN U‏ په 


سم دم a‏ پر مسر bom‏ سم ہے 


البر مان 


. حالم‎ C 
. [| v D 


B جه‎ D 


((1 ۸ )اج ظ . 


A 
C 
D 


. B 
. A+B 


B 


. ](]A ۸ D) 

. Av ]D 

. D 

. A 

.B—>A 

. (A ¬ B)A (B + A) 
. AGB 


البر هان 


. (AAB) >-Q(C v D) 

. EAB—A 

. |(AAB)v (C vD) 

. (lAv]B)v (Cv D) 

. ]Av(]Bv (C v D) 

. جام‎ (|B v (C v D)) 

. (EAB) جه‎ (ÎB v (C v D) 
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(5) 


ںا ي۹ پ- ` 


(مقدمة ب.ش) م 

الوضم 1,5 

قياس الفصل 2,6 

الوضع 3,7 

بش 5.8 

(مقدمة ب.ش) م 

الوضع 4,10 

دي مورغان 8 l‏ 

الوضع 3,10 

قياس الفصل 12,13 

بش 10,14 

الوضع 9,15 

الاستلزام الثنائي ,16 
)6( 


ë 


ااستزم 

دي مور غان و3 
التجمیم ,4 
الاستلزام ,5 

القیاس الشرطي 2,0 


مہم ()څم نب الكل CA‏ 


s w‏ صسم مشر مہم نم 
بر یم س > مارح = دع صر S‏ = دام د حا 


. (E A B) ƏQ (B جه‎ (C v D)) 
. (EAB)AB) ج‎ )) vD) 
. (E ^ (B ^ B)) ¬ (C v D) 
. (E A B)— (C v D) 


البر هان 


. R>(Z— X) 
, R—>(]Z— S) 


]R— 0 
7, ÎR 
](X v O) 


. X^ ٥0 


10 


. IIR 


البرهان 


. )۸ ۸ ج 10) +4 (ھ‎ | ١ 
. E ۸ج‎ 

. AƏ(G(B—Ə(]D— |]6(( 
. E+ )8 + )| 0 + |0( 
. 8 ج‎ (B— (C ب‎ D)) 
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الاستلزام ,7 
الاستیر اد و التصدیر ,8 


التجميع ,9 
تخصيل فاضل ,10 


(7) 


الاستیر اد والتصدیر, ] 
القياس الشرطي 23 
عكس النقيض ,4 


ہر یم با > ہراچ = 


. ٢٤ج‎ ((B A Ç) +y O) 

. (EAB)—(]B v (C v D) 
. E — (C — (B ¬+ D) 

. (EA C)— (B ¬+ BI) 

. (EAC)—(]B v D) 

. (EAC)— (Dv |B) 


البرهان 


. K—Ə>(L v M) 


N— K 
N 
K 


Lv M 


. جح 1ا|‎ 
. N> (]L— M) 


البرهان 


. )| جہ (ا ای‎ M 
. NM 


N 
M 


. | )۱۲ v ]L) 


KA ا‎ 


. N+ (KA L) 
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الاستیر اد و التصدیر ,5 
التبدیل ,6 

الاستیر اد و التصدیر ,7 
الاستیر اد و التصدیر ,8 
الاستلزام ,9 

التبدیل ,10 


)3( 


سم t‏ د P‏ ب 


البر هان 
K—(LAM)‏ . 
((Nv L) AM) 4 O‏ . 


K 
LAM 


. (NAM)v (L A M) 
. (LAM)vV (NA M) 
. (NAM)V (LA M) 


8. 0 
9. K j> O 


N =‏ ما p‏ مر ٥‏ = امم ٗص 


البر هان 
(0 8۷) جہھ | . 
لآ بر . 

, ]Bv ID 

. (Av O) 

0 مه[ . 


ھ1 
Bv C‏ 
14 
8 


Tu 


. ]D 
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(مقدمة ب. £( م 
دي مور غان ,4 
التیسیط ,5 

الوضع 1,6 
التيسيط ,5 

قياس الفصلي 7,8 
النفي المضاعف ,9 
قياس الفصل 3,10 
قياس لفصل 2,11 
العطف 8,12 
ب.غ 4,13 


مد کم افم نم 
نه س يم دما 


سے NS‏ س ھ ہر ھ دو مم ک 


N =‏ سم ھ ما بج فم مک 


. A+ ہ00)‎ E) 
. )2 ۷ ل‎ 
. C—Ə (A A]D) 


Av 8 


. B> ]C 


A — C 
1۸ 
B 
lc 


. B— C 


8 


البرهان 


البر هان 
(0 ج 8) ج 4 | . 


(2) 


N 
م‎ 

a 

(مقدمة ب. غ) م 
قياس الفصل 2,5 
الوضع 3,6 
الوضع 1,5 
الوضع 6,8 


العطف 7,9 ۴ .10 


ب.غ 5,10 ۸ .11 
الوضم 4,11 D‏ ۱2 
العطف 11,12 0 ۸ ۸ .ذا 
(ل) 
)1( ۱ ۱ 
السسب البرهان الخطوط المقدمات 
l (LƏM)A(B—A) °‏ 0 
(مقدمة ب.ش) م LAB‏ .2 21 
التبسیط, | اک .3 }1{ 
لتبدیل ہا (BƏAJA(LƏM)‏ 4 )1( 
التبسيط,4 مجم .5 11 
التبسیط,2 L‏ .6 )2( 
الوضع 3,6 M‏ 7 )1,2( 
التبديل ,2 BAL‏ .8 2{ 
التبسيط,8 سم .9 021 
العطت 7,10 li. MAA‏ (1,2) 
بش 2,11 A)‏ ۸)ب(۸8) .12 (1) 
)2( 
السیب البر هان الخطوط المقدمات 
l. K — |) V L) °‏ )1( 
م (6 )۱0۸ جاا) .2 21( 
(مقدمة ب.غ) م K‏ .3 )3( 
الوضم 1,3 ](M V D‏ .4 (1,3) 
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دي مورغان ,4 5.11 (3,ا) 

التبسیط ,2 6 ج ,11 .6 )2 
التبسیط ,2 ]M— G‏ .7 2 
الوضع 5,6 16 .8 )1,2,3( 
الوضع 5,7 G‏ .9 }1,2,3 
العطف 8,9 6 GA‏ .10 1,2,3{ 

(م) 

)1( القضایا الذرية 


تفسد الروح حین يموت الجسم : K‏ 

ينبغي أن نخشی الموت : 1 

M : j هناك‎ 

التر جمة 

المقدمات ۱6 ب 24,1 ج | ,راب 16 


په لباک الب ]۲21۳7۱۱۳۰۱۲۰۱۱۳۱ 
۲۷ ھ 
ان 

1 

۱ 

| 

يم 
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نلاحظ من الجدول أن الصيغ الثلاث جمیعها صادقة في السطر الأول وإذن 
(3) القضايا الذرية 
L: 96۰ K:a<b‏ 36۰ : 1۷ 
الترجمة 
M,‏ جل جام IM, (]K‏ جه (1! (KAD—M, (KA‏ 
((K A L) v ]K))‏ جه M‏ 


الصیغ متسقة وسطر الجدول التالي يبين ذلك. 
IK)‏ الام كل) M+‏ 4( ج S IM (K^‏ جا أ مع | aM‏ جزم عل | ۷ |1۲ اع 


(O) 
متسقة‎ (1) 
L M IKƏ5(LvM)|KA ÍL 
T F T T T 
غير متسقة‎ (2) 
البر هان‎ 
۱۰ K—L ë 
2. ۸ ح 1 ج‎ 
3. [۸ م جہ‎ 
4. KA İN ë 
5. L 1,4 الوضع‎ 
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= 


l. 


نم نم Q‏ څک ی ہج لح مم 


. NA | 


البر هان 


۱ [0 v K) 
. [K> (M v N) 


۷ جه‎ N 


. INA ]K 


MvN 
M 
N 


. NA ]N 


البر هان 


Y)‏ — ) به 


(ښه)م(0امه) ج(اجقجمم) .2۰ 
(رحم)جم-(6جیم) .3 
(0جم)ج-6 .4 
B—(a—y‏ .2 
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دي مورغان ,! 
الوضع 2,4 
قياس الفصل,4,5 
الوضع 3,6 
العطف 4,7 


الفصل الثالث — 8.3 
)( 


° 

شکل البدیهیه چ۸ 
ألو ضع 1,2 

شكل البديهية ,۸ 
القياس الشرطي 3.4 


البر مان 
(ډېمه)م((ل)مه))ج((ې ېو )جم) 
ج(ررویبم)ج(م!جم)) ((e—(B—vy))—>‏ ` 
(((a—(B—vy))>(e—D))—((e—(B—v))‏ 
—(G—)))‏ 
((a—(B—y))>(a—B))—>((—(B—v))‏ ` 
( +جےمم0)ج 


البر مان 
زور — ) > Y)‏ — 6)) ج رم ج (e‏ 


(ما)))وج(((ېمه )م(ع-0))مه(0امه) ` 
((5مج(0)مه ))جرة —(G—Y))—+‏ 


کی و 


(وجمرناجی ó)—((‏ ج(( د-0 )ج-(+-00))) .3 


شکل البديهية د۸ 


شكل البدیهیه A>‏ 


الوضع 1,2 


شکل البدیهیة ,۸ 
, (0/0]جب ), [ 


((«ج» )حرم «-۵)) 
استبدال((8/۸ B),(‏ / 


الوضع 2,] 


لقد آوضحنا اعلاه كيفية استخدام الاشکال البديهية» وذلك بتوضیح 


الاستبدالات وسنستمر على ذلك أدناه. 


البرهان 
a—B)—8)‏ ))جرةج ر((بجهي )ج(ج0())) 


((B— >y)—>(6—vy))—((e— ((:+-ة)‎ 
—((ë و‎ B) ج‎ ((z—(8—vy))—> 
(u—(B—vy) ج‎ (6—D)—((G—(6— y) 


a—(ë—Yvy)) —((Š —‏ )ج۔((+-6)+-(+-0)) 
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(2) 


مبر هنةر 


1, )60-+/06(, ))6+ 
۷(/(, ((é— B)—> جم)‎ 
جق)‎ y)/8) استبدال‎ 


1, (5/ e), (@—(6— 


B) — (a ج‎ (ë ج‎ v))) ۷((/۵( استبدال‎ 
4. (a—(B—v)>(8—0)->( o—(8—y)) 2,3 الوضع‎ 


(3) 
البر هان 
مبر هنة, a—>B)—°5)‏ ))جرة جر( جم )هج( «-()))) .1 
>)8 ج(( مه )).] (8ه(برجس )))م((ېمه (((8—v)—>(‏ 2 
(5(/5 ۔((+-0)) (ېجه a—p)—((‏ )م((ة م( هم ( ((— 
استبدال (5م( م8 ((—)8— 
بديهية| (e— D)—((B—y)—( a—'v))‏ .3 
20007 ۰ (قج(رجه )))م(ېمه )جروج 8))) .4 
; 0 
استبدال((/5) ((5 ج(ېم- ۀا ((— 
لوضع 2,4 (م(ب()م(قم(مه)م((می) .5 
(4) 
البرهان 
بديهية (a — y)‏ جہ y)‏ ج 6( ج B)‏ ج l. (e‏ 
(0/0 ج »,1 ړبا )مه( + 8B(‏ د ())) ج(ق جدما) جہم) 2 
استبدال 
بدیهیةر (kh B)‏ جدیم) .3 
الوضع 2,3 )+ — ) — )7 ج B)‏ ج (h‏ .4 
(5) 
البر هان 
مبرهنةې 507 (ج l (bp‏ 


جروج )رز ج ئ)) م جه ره ب ا))) جہ (م ج (h‏ ے2 


ج (B—o‏ ج( ج a)‏ ج (ه ج (k‏ ج م) ج ((ه ج (ه 
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ب لم نبا 


(© جہ زې — ((P‏ 


(e—B)—->((( ))ج(تح(ېمه‎ BƏy)—5)) 


استبدال (6(/۷ 
مبر هنهو 


(L: ج 6)) جه يه ج (ن ج م|))) ج (ق ج‎ 3/0), (o, 


(© — ريه 


((همله د ( )جروج روحم! ))جیم) 


البرهان 
(u ۷ a} + ©‏ 
هج (ov a)‏ 


(e — lo) > la 


البر هان 
P)‏ ۷ 0) +¬ 6 
(la ۷ B)‏ جہ ۵ 
B— ) — B)‏ 


البر هان 
(a. ¥ B) — (B V o)‏ 
|o)‏ ۷ و1) — )8| (la V‏ 
(ه[ — (B‏ — (8[ ج (z‏ 


استبدال (0/5) 
الوضع 4 ,2 
)3( 
)1( 
شکل البديهية ۸ 
استبدال ( /») ,۲ 
تعریف , ,2 
)2( 
شکل البدیھیةرھ 
استبدال (bo)‏ ,1 
تعریف ر ,2 
)3( 
شکل البديهيةر۸ 


استیدال (۱۵/۵) (ولما ) ,۱ 
تعريف)م ;2 


2. 


3. 


1. 
2. 
3. 


البر هان 
(a V (B V 1)) > ) ۷ (a V ¥))‏ 
v(bv V y)‏ 6 ) ج (( ۷ (la ۷ (ÎB‏ 


v))‏ — ے) — (B‏ — زرو ج 6) ج ن) 


البر هان 
y) — ((e V B) — ) ۷ y))‏ ج (B‏ 
V B) — (k V +)‏ ))) ج y)‏ ج (Ë‏ 
B) — )» — y))‏ ج ((e‏ ج y)‏ ج (B‏ 


(4) 


شکل البدیهیةب۸ 
(la)‏ ,1 
استبدال (18/8) 
تعريف | ,2 


(5) 


شكل البدیهیذی۸ 
استبدال (hyo)‏ ,1 
تعریف, ,2 


(ہ) 


أولا: برهان استقلال شكل البديهية ,رھ عن ده ووه ویه 


البر هان 


لتکن (0,1,2 ) M=‏ ولتكن القيمة الممتازة هي : 0. 
سنعرف الرمزین [ و ۷ حسب الجدولین التالیین : 
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سنکتب الأن الاشکال البديهية الأربعة للنسق R‏ باستخدام الرمزین الاولیین | 
و V‏ وحسب تعریف الرمز ج التالي : 
۵ ۷ تع  <‏ به 
)1( شکل البديهية ,۸ 
(G@ V o) — ۵‏ تصبح » o) V‏ ۷ »)| 
)2( شكل البديهية 44 
B — ) V B)‏ تصبح (e V B)‏ 16۷ 
)3( شکل البديهية رھ 
V B) > (B Vo)‏ ) تصبح ٧ B) ۷ )8 Vo)‏ »)1 
)4( شکل البديهية بم 
y))‏ ۷ ه) — (B — vy) — )) V B)‏ تصبح 
OB VD V (l(a V p) V (a V +)‏ 
جداول صدق هذه الاشکال البديهية حسب جدولي | و۷ السابقین تکون كما 
يلي أدناه مستخدمین الطريقة الثانية لبناء جداول الصدق المعطاة في الفصل 
الناني. سنستخدم حالات من ہل یف وش پر . 
)1( شکل البديهية ,م 
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) 


2( شکل البديهية 


A2 


)3( شكل البديهية رھ 
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22222 
02222222 
امه 


نلاحظ من جداول الاشکال البد 


يهية الاربعة أن القيمة 


الممتازة تتوفر 


في الأشكال البد 


e 

٠ 

هله ٭ 
ہے وام 


جد القيمة 2 بالاضافة إلى 


الثانية 


والثالثة والرابعة ولا تتوفر في الاولی 


حيث 
4 الممثاة s‏ 


تو 


إلى قواعد اشتقاق الا 


القيمة 


وص 


اچ 
الى 


- 


۰ الرمز لب جدوله كما هو موضح ادناه. 
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نلاحظ من الجدول انتقال القيمة الممتازة لقاعدة الوضع» حيث أن السطر 
الوحید (الاول) الذي تملك فيه × وراب القيمة 0 فان L‏ تمتلك القيمة 0 
آیضا. وهکذا فلذا توفر 0 في أية صیغ فان 0 یتوفر أيضا في الصيغة 
المشتقة منها بواسطة قاعدة الوضم. أي أن الاشکال البديهية النانية و الثالثة 
والرابعة لا يمكن أن يشتق منها الا صيغا یتوفر فیها القيمة الممتازت» أي لا 
تمتلك إلا القيمة 0 فتط. وهکذا فلا یمکن اشتقاق شکل البديهية الأولى منها 
لانها تمتلك القيمة 2 بالإضافة إلى القيمة 0ء أي أن شکل البديهية الأولى 
ثانیا: برهان استقلال شکل البديهية ده 
لتكن (0,۱,2) M=‏ ء ولتکن القيمة الممتازة هي : 0. 


سنعرف الرمزین | و۷ حسب الجدولین التالیین : 


بعد إنشاء جداول الاشکال البديهية (والذي نعتبره تفصیلا نترکه للقاری) بتبین 
أن الاشکال البديهية: الاولی والثالثة والرابعة تمتلك القيمة 0 ,1 فقط اما 
الثانية فانها تمنلك القيمة 2 أيضا وإذن فهي مستقلة. 


ثالثا: برهان استقلال شکل البدیهیه As‏ 

ستبرهن استقلال البديهية الثالثة وذلك باستخدام مجموعة من أربعة 
عناصر هي 0 ,1 ,2 ,3 ونعرف الرمزیین الاولیین [۰ ۷ حسب الجدولین 
التالیین : 


بعد إنشاء جداول الاشکال البديهية یتبین أن : الاولی والثانية و الرابعة تمتلك 
القيمة 0 فقط. اما شکل البديهية الثالثة فتمتلك القيمة 3 بالاضافة إلى القيمة 0 
وإذن فهي مسثللة. 
رابعا: برهان استقلال شکل البدیهیه ب 

لتکن (0,1,2) M=‏ ء ولتكن القيمة الممتازة هي : 0. 

سنعرف الرمزین | و ۷ حسب الجدولین التالیین : 


2 
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بعد إنشاء جداول الاشکال البديهية یتبین أن : الاولی والثانية و الثالثة 
تمتلك القيمة 0 فقطء آما الرابعة فتمتلك القيمة 2 بالاضاقة إلى القيمة 0 وإذن 
فهی مستقلة. 
لقد برهنا أن كل من الاشکال البديهية الأربعة لنسق رسل نکون مستقلة 
وبالتالي نکون قد بر‌هنا استقلال مجموعة الاشکال البديهية لنسق رسل. 


)3( 
)1( 
البر هان 

° وج ۲ 

2 (a— D)-((8Ay)_]G Ao) As 

2)1 ( ,ا)1 +(1)6۸۱۸۰)مبرژوجم) .3 

الوضع 3,! (م1+۸) جب( 10۸ .4 

تعریت, ,4 له 1)1۸ ج ررجم) > 

1 وهم د 

7. ](]y Ao) 5,6 الوضع‎ 
(2) 

البر هان 
بدیهیه| (a A Q.)‏ جي l‏ 
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Pa‏ بد و ٢ BE‏ شک 


جو دږ ور هلگ 


(a ^ 8) > < بدیهیهر‎ 

استبدال (5]/ه) ,2 0 — a)‏ ۸ 0) 

مبر هتة, ۱,3 (ه م 1)1 
)3( 

البر هان 

1)٥ a) 2435 مبر‎ 

استبدال (0/0[ ),۱ (م[ مه | [)1 

lla a 3, تعریف,‎ 

المبر هتةر هي إحدى صيغ النفي المضاعف. 
)4( 
اثبر هان 

مبر هنۀ د و ج ی | [ 

116 + 8 ۱,) B/o) استبدال‎ 

بديهية و (ره ۸ 1)7 ج Ay)‏ 1)6) ج B)‏ ج ) 

استیدال (2/0[ 1 3 (1۶ ۱۸۱ جرومی|) جرم جوا |) 

الوضع 2,4 )18| ۱۷۸ جد (و ۸ ۱)6 

تعريف, ,5 (۱۵ + + ۸ 1)۵ 
(5) 

البر هان 

مبر هنةم )10 ج۔ ن + رام م1 

استبدال (له) ,(8/ »| (,1 lo)‏ — ) ج ره ۸ »1)1 

مبرهنةر له A‏ 1)10 

الوضع 2,3 lo)‏ | ج ه) 


المبر هنةو هي الصيغة الثانية للنفي المضاعف. 
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البر هان 
وی0 (10 جوج ۸ ۱)6 
استبدال a) (16 — 10) 1,) 1٥٥‏ ۸ ۱)6 
تعریف, ,2 ]B)‏ ج (loe‏ ج o)‏ ج 6) 


(3) 

أ) برهان استقلال شکل البديهية ,۸ 

لتکن (0,1,2) M=‏ ء ولتکن القيمة الممتازة هي : 0. ولتأخذ الصیغ قیم 
صدقها حسب الجدولین التاليين : 


2 برهان استقلال شکل البديهية ر4 
لتكن (0,۱,2 ) M=‏ ۰ ولتکن القيمة الممتازة هي : 0. ولتاخذ الصیغ قيم 
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3 برهان استقلال شکل البديهية As‏ ۱ 
لتكن (0,1,2 ) M=‏ ۰ ولتکن القيمة الممتازة هي : 0. ولتاخذ الصیغ قیم 


4( برهان استقلال شکل البديهية A.‏ 
لتکن (0,1,2,3 ) M=‏ ولتکن القيمة الممتازة هي : 0. ولتأخذ الصيغ 
قیم صدقها حسب الجدو لین التالبین : 
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الفصل الرابع — 10.4 
(Î)‏ )1( 
المحمو لات 
x‏ طالب : »× ۰ يتقدم إلى الامتحان : L,‏ 
جميع × » اذا كان × طالب فإن × يتقدم إلى الامتحان 
الترجمة 
(K, — Lx)‏ (,۷) 
(2)المحمو لات؛ 
× حي : K,‏ > ثبات  :‏ ه × مفید : ,]۷ 
التر جمه (K, A Lx) 4 659 (L. A M,)‏ 69 
(3)المحمو لات؛ 
X‏ معدن KX:‏ ۰ مین : × 
ليس جميع × ء اذا کان X‏ معدن فان X‏ ثمين 
التر جمة 
(Kx — Lx)‏ رم | 
(4)المحمو ¿Y‏ 
x‏ طالب : K,‏ ء × أكبر سنا من L,y : y‏ 
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الحدود aloa‏ + سالم : 9 
اذا کان بعض X‏ × طالب و« أكبر سنا من أحمد فان أحمد أكبر سنا من 
سالم 
التر جمة 
مساج (ہہا ^ (K,‏ ),3( 
(5)المحمو لات 
x‏ طفل : K,‏ < × يذهب إلى مدرسته : با : يرافق ۷ : ۱۸ ۰ x‏ 
والد Ny: y‏ 
كل × ء إذا كان × طفل وه يذهب إلى المدرسة فانه يوجد ۷ 
× برافق y‏ ولا أحد والدي × 
ار 
Lx) — (3y) (M,; ۸ Nyx))‏ ہ یکا)) (Vx)‏ 
(6)المحمو لات 
× طببیب : K,‏ › × آکبر سنا من ۷ : ہا ؛ × مریض : M.‏ 
کل × ء لذا كان × طبیب xs‏ اکبر سنا من ۷ فانه یوجد ۷ ء 
y‏ مریض و× أكبر سنا من ۷ 
الترجمةء 
(M; ^ Lxy))‏ (,3) د La)‏ ^ یکا)) (Vx)‏ 
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(7)المحمولات؛ 
× بقرة : یک ۰ شديي : را 
جمیم × ٠‏ إذا كان × بقرة فان × ثديي 
التركعة: 
(Vx) (K, > L,)‏ 
(8)لمصولات. × طالب : K,‏ + × بحثاج إلى الراحة : L.‏ 
ليس جمیع × ۰ اذا کان × طالب فان × یحتاج إلى الراحة 
۶ 
اج (K,‏ 1(7 
(9)المحمولات. X‏ نبات : ہک[ ء ۲ سام : ہا 
بعض  » X‏ نبات X s‏ ليس سام 
التر ¿Lax‏ 
(K, ^ ÎL,)‏ (,3) 
(10)المحمو لات 
× طالب : x + K,‏ يفضل y‏ : با 
الحدود» المنطق : 8 ۰ التاریخ : ا 
له 
((مہا ((K, ^ Lxa) ^ )3,( (Ky A‏ (,3) 
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(! 1)المحمولات؛ 
x‏ طالب : x ۰ K,‏ أكبر سن من ۷ : ہا 
الحدود» كريم : 2 ۰ فائزة : 6 
كل × ء اذا کان × طالب و« أكبر سنا من كريم فان أكبر سنا من فائزة 
ال as‏ 
(Vx) ((K, ^ Lxa) — La)‏ 
(12)المحمو لات؛ 
× اطول من y‏ : × › × شخص : L,‏ 
جمیع × ۰ إذا كان × شخص فان × ليس أطول من × 
الترجمفه 
لكا | > (V) (K,‏ 
(13)المحولات؛ 
x‏ طالب : یک ۰ یحترم ۷ : یا ء × أستاذ : ۷ 
كل × ۰ اذا کان × طالب وکل y‏ اذا کان لا أستاذ فان X‏ يحترم لاء 
فان X‏ پحترم ×۔ 
الٹر جمة؛ 
Lxx)‏ — ((ہا > (V,) ((K, ^ Vy) (My,‏ 
(14)المحمو لات؛: 
X‏ صدیق K, : y‏ » × فوضوي : ہا 


الحدود» حامد : 2 
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بعض X‏ ۰ صدیق 8 و فوضوي 
الترجمة» 
(Ka ^ L.)‏ (,3) 
(5 1 )المحمولات؛ 
× طالب : K,‏ < × أكبر سنا من ۷ : پا 
الحدود» آحمد : 2 + علي : 9 
إذا كان بعض ‏ آکبر سنا من أحمد فان جمیع ۷ إذا کان y‏ طالب فان y‏ 
أكبر سنا من علي. 
الترجمةء 
L, — (Vy) (K, — Loy)‏ ),3( 
(16)المحمو ¿C‏ 
x‏ يحب y‏ : ېڅ الحدود» سالم : ج 
ua Bl‏ 
Kax‏ (,۷) 
(17)المحمو لات؛ 
x‏ يحب K, : y‏ 
لم ¿ze‏ 
(Vx) Kx‏ 
(18)المحمو لات؛ 


X‏ يحب ۷ : ہکا 
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الترجمة: 
K.‏ )3( 

(19)المحمولات: 

× يحب y‏ : 5م الحدود؛ سالم : a‏ 

الترجمة: 
Kaa — (3x) K,,‏ 

¿Y المحمو‎ )20( 

K,y : y یحب‎ × 

الترجمة؛ ]K,,‏ (,۷) ج میک [ 

)3,( )3,( (x = 5 × (21)الترجمةء(۷‎ 

(22)لترجمة (0= ر + ») (,3) (,۷) 


(ب) 
)13(1 كان باسم يحل مسألة في امتحان فان أحمد يحل أيضا مسألة في 
امتحان. 


(2)يوجد رجل يحل تفس المسالة في کل امتحان. 
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(S) 
(3) 
(3) 


— 
فا 


) 


(1) 


(G) 


(V) ))3,( ((M,, ^ لمکا‎ >> (Max ^ ((م؟‎ (2) 
رک‎ 7> (Minx A Ənbx)) 


(My A لکا‎ 4 


(3,) ((Mxy ^ 


A Snbx) 


Minx A نامک‎ 


(۷1۸ S nbx (2) 


(V) تا‎ A (M, ۷ Ly) (1) 


(3,) )1۷ ۸ Rx ^ Lay) (2) 
(V) ))3,( م۷۸(‎ > Ly) (3) 


O, =(M;, Kı, ,ہا‎ Ni) (1) (—) 


Mı = í ar} 
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(أ)صادقة 


(ب)كاذبة 


O, = (Mi, Kı, Lı, aí, bi) (2) 


()صادقة 
bı}‏ یہ ) = M‏ 
Š b‏ 
(ب)کانبة Lı ١‏ 
a: T 70 F‏ 
زرط M. 5 í al,‏ 
Kı‏ 
F‏ ۱ 


O = (Mi, Kı, Lı, N,, O,) (3) 


0 (أ)صلاقة‎ 
۹ L, 5 ۲ 
31 1 F 7 r 
(ب)كانبة‎ 
Mı, = { (رہ‎ 
Kı 
31 F 


O, = (Mı, Kı, Lı, Ni, ai) (4) 
(أ)أصصادقة‎ 


Mi = ) a} 
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Kı 


(ب )كاذبة 


Mi > ) ۵۱۱ 


O, ع‎ (Mi, R) (5) 
(ا)صادةة‎ 
هي مجموعة الأعداد الحقيقية).‎ R (حيث‎ M =R , Ri y: ۶ لاک‎ 


(ب)كاذبة 


Mi= f a} د‎ | a 
a F 
(3) 
O, = (Mı, Ki, Lı, a) (1) 
M, = [aj K, 
2۱ F 
O, = (Mi, Kı, Lı, ai) (2) 
Mi = (a) 


K L, 
31 F T 
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0 = (Mı, Lı, وا‎ bi) (3) 
Mi 7 1 a, bi) 


0 = (Mı, Kı, (راہہا‎ (4) 


M = ) ۵۱, bı} 
Kı L, 
a, T T 
b, T F 
5.5 — الفصل الخامس‎ 
2 : لحد احمد‎ : 
: ء × فیلسوف : ږا الحدود؛‎ K, : منطقي‎ X المحمولات»‎ (1) 
الترجمةه‎ 
(V) (K, ,اج‎ IL, لمقدمات‎ 
النتيجة م1‎ 
البرهان‎ 
۱. ہچ‎ (K, — L.) ° 
2. | L. 3 
3. 
I ,ا اا‎ ) ax) تخ ك‎ 
K. 2,3 نفي التالي‎ 


314 


(3)المحمو لات: 


× حیوان ذو ريش : K,‏ › × ينمو في الماء : L,‏ » × يعيش في البحر M,:‏ 


الترجمةء 
المقدمات (K, >| L,), (3) (L, ^ M.)‏ ډ۷٧)‏ 
النتیجھ (M, A| K.)‏ ),3( 
البر هان 
۱ لما اج ٠١١ (V) (K,‏ 
š‏ اا ماډق > 
تخ ك ax)‏ ) ,1 یی يچ 
نم .و L, A M, 3, (a/x)‏ .4 
نفي التالي 3,4 0پ 
العطف 4.5 M.A IK,‏ .6 
نم.و ,6 (M, A| K.)‏ ).3( 4 


(4)المحمو 23¿ x‏ فيزيائي : x » K,‏ كيميائي : L,‏ » × فیلسوف : M,‏ ء 
x‏ يفضيل y‏ :۷۸,۰۰ ء الحدود احمد : 8 
الترجمةء 
المقدمات 
ما (V.) ((Kx — (Vy) (Ly -< N), (7) ((K, — (7x) (M, — INxy)),‏ 
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البر هان 


K, 


(V,) (L, > Nay) 
Ly > Nay 

(V) (M, — Nay) 
۷, سو‎ ۲ Nay 
N, — IM, 

L, ج‎ ] M, 

M, ¬+ ] L, 

(V,) (M, — | L.) 


یوعد و بپ يو اف 


سم پس pana‏ | سي 
هت بم يرح نا 


› N, : سخيف‎ x » M, 


(V) (K, — )۷( (L, 
(V,) (K, — (V,) (M, یچ‎ ] N,y) 


(V) (M, > ]K.) 


+ N,y) 


K, ج‎ )۷,( (L, > Nay) 
K, — )۷,( (M, + ]N,;) 


: ممتع‎ X » L, : حديثة‎ × » K, : 


(V,) (M, > |N), (3) (K, ^ L,A Ox), (V,) (O, > M.) 


4. l : ندر‎ j 
° 
و‎ 
° 
,ا‎ ) a/x) تخ ك‎ 
2, ) ax) تخ ك‎ 
3.4 الوضع‎ 
6, (y/y) تخ ك‎ 
3,5 الوضع‎ 
8, (y/y) 3 تخ‎ 
9, عکس النقیض‎ 
7,10 القیاس الشرطي‎ 
11, عکس النفیض‎ 
12, ت رك‎ 
(5)المحمو لات:‎ 
رواية‎ × 
9 رائع‎ x 
التر جمة‎ 
المقدمات‎ 
النتيجة‎ 


(3,) (K, A L, A] N.) 
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— سم 
ت هم 
. . 


هدو poma‏ | ټټم 
د پو پو 


ها رد اتنا WE‏ دت ۷ک هه پک 


سو نز هو د Ln‏ نز په ده ہم 


البرهان 
(K, ^ L, A 0,‏ 3( 
(O, > M,)‏ (,۷) 
(v) (M, > ÎN)‏ 
L,A O,‏ ۸ وکا 
O, ¬ MI,‏ 
M, > IN,‏ 
O,‏ 
M,‏ 
]N,‏ 
L, A IN,‏ ۸ وہک 
ل۱ معام (K.‏ )3( 


البر هان 
(V) Rxx‏ 
(V.) (Vy) (R,, — Ry.)‏ 
(V,) (Vy) (V;) ((Rxy A Ryz) — Ry)‏ 
R,y ۸ R,,‏ 
مخ 2 د 
Ry,‏ 
R,‏ د ( (Vz) (R. ^ R;‏ 
(Vy) (V.) (Vz ) ((Ruv AR,)— Ruz)‏ 
(R, AR,;) — (Ry)‏ 
R,;‏ 
(R.y AR,;) — (Ry)‏ 
(7x) (Vy) (V, ( ((Rxy A R,)—> Ryz)‏ 
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> یت >` 


تخ ك (۸/ہ ) ,ا 
تخ ك (ax)‏ ,2 
تخ ك a/x)‏ ) ,3 
التبسيط ,4 
الوضع 5,7 
الوضم 6,8 
العطف 4,9 
نك.و ,10 


(6) 


م 
م 


م 
(مقدمة ب.ش) م 


2, (y/y) ) x/x) تخ ك‎ 

الوضع 4,5 

3, (v/y) ) u/x) تخ ك‎ 

7, ét 

8, (y/u) (x/v) ( z/z) تخ ك‎ 
4,9 الوضع‎ 

ب.ش 4,10 

)3( تك .ك 11 


(ب) )1( 

المحمو لات» X‏ طبيب :)لال < × کف :] الحدود آحمد : ) 
تسه 

. (V) (K, >L) لمقدمات با,‎ 

K. النتيجة‎ 

سنحاول البرهان على خطأ الحجه باستخدام المثال المضاد. 

لیکن t‏ هو قيمة المتغیر الذي نحاول برهان خطأ الحجة من أجله» وهکذا 
تکون : المقدمات L,‏ و اجب . النتیجة بل 

الآن یمکننا أن نستعیض عن القضية K,‏ بالرمز M‏ وعن القضية ہا بالرمز N‏ 
وهکذا نستطيع إعادة کتابة صورۃ الحجة كما يلي : 

M النتیجه‎ . ۸ «١,۸۷ المقدمات‎ 

لإعطاء مثال مضاد. نأخذ النتيجة كاذبةء إذن يجب أن تكون M‏ کاذبة. حتی 
تکون المقدمة الاولی صادقة. وبما أن M‏ کاذبةء فیمکن أن تکون N‏ صادقة 
أو کاذیة. حتی تكون المقدمة الثانية صادقة يجب أن تكون N‏ صادقة. اذن» 
ينجح المثال المضاد والحجة خاطئة. 

اسظز مظاوي 


K, L, ب حا‎ L, 
F F T 
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M, : ثدي‎ x ( L, : كبيرة‎ x » K, : هرة‎ X (2)المحمولات.‎ 

التر جمةه 

(V) (K, > L,) , )3,( (M, AL.) المقدمات‎ 

)۷,( ) + |M) النتیجة‎ 

لیکن × : ا . إذن تکون صور الحجة كما يلي : 

Kıı > Lu , Mu ^ L المقدمات‎ 

Ku ج‎ | Mu النتيجة‎ 

المثال المضاد : ناخذ النتيجة کاذبةء ان يجب أن تکرن ,۲ صادقة Mus‏ ] 
كاذبة أو Mi‏ صادقة. حتی تکون المقدمة الثانية صادقة فیجب أن تكون Mi,‏ 
صادقة و Lu‏ صادقة. حتی تکون المقدمة الاولی صادقة وبما أن × صادقة 


فیجب أن تکون ,با صادقة. إذن ينجح المثال المضاد و الحجة خاطئة. 


السطر المطلوب 
t!‏ مج Kt‏ 


319 


° 


چہ ناب SP‏ ےئ ود یی پلک 


15 وا عن يگ می یں پل 


(ج) 
)1( 


3 

9 

(مقدمة ب.ش) م 
تخ ك ax)‏ ) ,1 
الوضع 3,4 

تخ ك ax)‏ ( ,2 
العطف 3,5 
الوضع 6,7 
العطف 3,8 
تك.ك ,9 


)2( استخدام طريقة البرهان الشرطي والحل ممائل إلى (1). 


البرهان 
(V.) (R, — Sx)‏ 
(V) ((Rx ^ S,) — T,)‏ 
Ra‏ 
K — Sa‏ 
Sa‏ 
(Ra ^ Sa) — Ta)‏ 
R ^ Sa‏ 
۳ 
Ra > T,‏ 
(V.(R, — T.)‏ 

البر هان 
(V) (L, > Î Mx)‏ 
(Nx ^ M, )‏ ).3( 
M,‏ | ب وآ 
Na ۸ Ma‏ 
7 
Na ۸ ] L.‏ 


(3)(N, A سا‎ 


(3) 


° 
° 

تخ ك (ax)‏ .1 
تخ ك a/x)‏ ) ,2 
نفي التالي 3,4 
العطف 4,5 

تک و ,6 


ټم لس | 
يي سم 
۰ 


سم یم د١‏ جخ اه ھ = ص هد 


تد بي په 


البر هان 
(V) (K, ^Î M,) +10‏ 
(V.) (K.A Lx) — N.)‏ 
(V) (K, — (L, v ÎM)‏ 
O,‏ ^ وک 
(K, A| M, )— ]O,‏ 
(K,A ] M.)‏ ] 
K. v M,‏ ] 
N.‏ جه (K.A L.)‏ 
Ka¬ (L, v IM.)‏ 
M,‏ 
L. ۷ İM,‏ 
La‏ 
ہا ^ Ka‏ 
N.‏ 
يد ج (K,A O,)‏ 
N,)‏ جہ (V.) (K,A O,)‏ 


البر هان 
(Vx) (Vy) (Rxy => Ry)‏ 


(4) 


° 
° 
م 
(مقدمة ب.ش) م 
تخ ك a/x)‏ ) ,1 
نفي التالي 4,5 
دي مورغان ,6 

تخ ك a/x)‏ ( .2 

تخ ك (a)‏ ,3 
قياس الفصل 4,7 
الوضع 4,9 

قياس الفصل ۱0,11 
العطف 4,12 
الوضع 8,13 

ب.ش 4,14 

تك .ك ,15 


)5( 


P 


(Vx) (Vy) )۷۶( (Ry ARy) > R.) e 


ہا 


Rxy + Ry 


(مقدمة ب.ش) م 
تخ ك (y/y) ) x/x)‏ ,2 


مد بو بح عم ۵ 


ہے هد نا ہے 


بس لم gw‏ مد C‏ لمح مه كه 


Ry 3,4 الوضم‎ 
(Ry ۸ Ry) — R, ۱, (x/x)[ yy) (x/z) تخ ك‎ 
R,y ^ Ryx 3,5 العطف‎ 
الوضع 6,7 ہکا‎ 
R. — Rx 3,8 ب.ش‎ 
(Vx) (Vy) (Rxy — Rx.) 9, تك.ك‎ (2) 
)6( 

البر هان 
م ((وم + (Vx) (K, + (Vy) (LyA My)‏ 
(Vx) (M, — ]..( a‏ 
: سا KA‏ 
(Vx) (K, — ] R...) ë‏ 
تخ ك K, — (Vy) ))1 ^ My) — Ray) I, ) wx)‏ 
الوضم 3,5 (Vy) ((Ly ^ My) — Ray)‏ 
تخ ك (Lm ^ Mn) — Ram 6, ( m/y)‏ 
تخ ك Mn — Lm 2, ) m/x)‏ 
تخ ك K, — Rar 4, ) wx)‏ 
الوضع 3,9 Ran‏ 
نفي التالي 7,10 (Lx A Mn)‏ | 
دي مورغان ]L, v lM, ll,‏ 
قياس الفصل 3,12 1 


)7( تطبيق تخ ك (a/x)‏ على المقدمتین ثم تستخدم قاعدة الوضع مرتين. 
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(د) 
)1( 
ليكن t : x‏ . إذن تکون صورة الحجة كما يلي : 
المقدمات» 
Nu‏ جد a5: Lı‏ ,ولج ولیه ,ماج :Ku‏ 84 

النتيجة 

Kı‏ — ۱ : نا 
صور ه الحجه خاطئة. 
السطر المطلوب 


لیکن × : :1 . ادن تكون صورة الحجه خاطئة و السطر المطلوب. 


۷ Ki Lı Ni 0 02 a | ۵ 
T 1 F F T T T F 
هي المقدمات الأولىء الثانيةء الثالثة والنتيجة على‎ D ؛ 02 ۰ ره ؛‎ 001 

الترتیب. 


)3( 
لیکن × : ا . إذن تکون صورة الحجة خاطئة والسطر المطلوب. 


۷۸, K 1 1 - 02 : 
1 1 F T T F 
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س دم > > مب ّح 


(4) 


لیکن لاه سور ةة خاطیه وطن اسطاريئ؛: 


Lıı‏ ۴۰۲ السا 
F T F‏ 


0 02 0 
1 1 ٢ 


(5) 


لیکن × : t;‏ ۰ صورة الحجة خاطئة و السطر المطلوب. 


Ku Mou Lu ا‎ 02 0 


F T T 


T T F 


)6( لیکن X‏ : ١ا‏ صورة الحجه خاطئه و السطر المطلو —. 


Ku 1 Mu 
T 1 F 
البر هان‎ 
(Vx) (K, ماه‎ 
K, 
a=n 
K, ماح‎ 
Kn 
ښنا‎ 
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02 0 
F‏ 1 1 
و 
و 
° 
تخ ك n/x)‏ ) ,ا 
الهوية 2,3 
الوضع 4,5 


(1) (>) 


سم یم ١‏ ۸ ہب ھ = هوو ک 


> نم اس p‏ مب ح 


البر هان 
K,‏ 
L,‏ 
a=b‏ 
(Vx) (L, => M,)‏ 
L.‏ 
L,— Mn‏ 
Mn‏ 
K.A M,‏ 
M,)‏ ہ (3x) (K,‏ 


البر هان 
(Vx) (L, > |M.)‏ 
Mm‏ 
m=n‏ 
Mn‏ 
۰ > ہا 
ما 


البر هان 
(Vx) (K, ^ L.) — M.)‏ 
Km‏ 
Ln‏ 
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رح وه >` 


N 
2,3 الهوية‎ 

تخ ك (« له ) ,4 
الوضع 5,6 
العطف 1,7 
تك.و ,8 


(3) 


> > ھ = مم و 


سم N‏ با > ها ي فم مم 


n=m 
] M, 

(K, م‎ Ln) — Mn 
K, 

Kn A ما‎ 

Mn 


0 # 1 


البر هان 
(Vx) (K, > Lx )‏ 
(Vx) (K, — IL)‏ 
K,‏ 
K, — L.‏ 
K. > | L,‏ 
L.‏ 
ما[ 
L,‏ | ۸ ما 


> 
8 

تخ ك n/x)‏ ) ,1 
الهوية 2,4 
العطف 3,7 
الوضع 6,8 

نفي الهوية 5,9 


(و) 
)1( 


`+ y> رہ‎ 


تخ ك ax)‏ ( ,1 
تخ ك (×لە ) ,2 
الوضع 3,4 
الوضع 3,5 
العطف 6,7 


° 


t سم‎ 


دہ می پس دن U‏ دق داي وما 


دیا نی مب هي لح ESR‏ 


البر هان 
(Vx) (K, -< (Lx A M.))‏ 
(Vx) (N, -< | M.)‏ 
](vx) K, >1N)‏ 
K, > (L. A M.)‏ 
N, > |M.‏ 
N,‏ | ج M.‏ 
(L¿,A M,) > ۷۸‏ 
پل Kas]‏ 
N,)‏ | ج (Vx) ) K,‏ 
(Vx) ) K, > ÎN; AKVx) ) K, >] N.)‏ 


لبر هان 
(Vx) (Vy) (Vz) ((Rxy ^ Ry:) — R,;)‏ 
(Vx) (Vy) ((R,y — R,z)‏ 
Rab‏ 
ضع | 
Rab — Roa‏ 
Roa‏ 
(Roa ۸ Rap) —Ə Rob‏ 
Rob‏ 
Reb ^ Î Rio‏ 
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ںہ > >` 


I, ( xx) تخ ك‎ 

تخ ك x/x)‏ ) ,2 
عکس النقیض ,5 
القیاس الشرطي 4,6,7 
تك .لک ,8 

العطف 3,9 


(3) 


2 
° 

م 

م 

2, (b/y)[ a/x) تخ ك‎ 

الوضم 3,5 

I, )۵/«( (a/y) (b/z) تخ ك‎ 


الوضم 3,6,7 
العطف 4,8 


تسا يمسج 
هه سا 
۰ ۰ 


G qk ssh‏ لكر و لد 


2 


3 


البرهان 


Ka 

Lb 

(Vx) (K, جح‎ M,) 
(Vx) (L, اح‎ 
a=b 

K, — Ma 

M, 

55 يب‎ ] Ms 

1۷0 

Ma 

Ma^ Ma 


البر هان 
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(4) 


> > >` یت >`[ 


تخ ك a/x)‏ ( ,3 
الوضع ۱,6 

تخ ك (b/x)‏ ,4 
الوضع 2,8 
الهوية 5,9 
العطف 7,10 


الفصل السادس — 3.6 


)1( 
م 
تعمیم l,‏ 
نظرية الاسننتاج 2,] 
As‏ 


حق 3,4 


)2( اس 


المبر هنة السابقة | — (vx) |a‏ .۱ 
حق ,ا 6 + »1 1۲۷ .2 
ضرف 24 ٥‏ جه (3x)a‏ .3 
حق ,3 «a‏ جه (3x)a‏ .4 


۳ T سس‎ 


(1) 


تنشئ شجرة نفي الصيغة وشجرة الصيغة المعطاة 


شجرة الصيغة ]K))‏ م (K‏ ج )1| 
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JY 7 )مب )!اا‎ 110(( 
2 > L-Ə(KA]É) 


3١ ]L KA]K 
4۱ K 
51 ]K 
6) 5 


شجر ة نفي الصيغة المعطاة مفتوحة. الفرع الأيسر مفتوح وهذا يبين أن 
K))‏ !| م (K‏ ج (L‏ || تكون صادقة 13 كان L.‏ كاذبا وإذن فالصيغة 
(K ۸ ] K?)‏ ج با) | ليست تكرارية. لقد طبقنا القاعدة |[ عن الخط الأول 
فحصلنا على الخطا الثاني. وطبقنا القاعدة ج على الثاني فحصلنا على 
الثالث. وطبقنا القاعدة .م على الخط الثالٹ فحصلنا على الرابع والخامس. 
شجرة الصيغة (K ۸ ]K))‏ ج .])[ 


(K A ]K))‏ جدبا)1 
L‏ 
سد š‏ الصيغة مفتو حة أیضاء 
مس می ند د امع 1 
TIK‏ 1 
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(3) 


L) 
K)—(LA ] 
ج‎ 

Z (K 


] L 
۷۸ 
)اس‎ > 


2 
3) 
4) 
2 
6( 


7) 


8) 


1 
11 
11 


(2) 


K) 
](K جعز|) به‎ 
۳ 


66 
ik 
TIK 
١ X 
lk | 
۱ 
x ۱ ۳ 
تكرارية.‎ ۲ 


]L)) 
(اآ‎ |) A 
|(K + 

1) 


سم 
و 
KA‏ 
K‏ 
11 


L 
]K 
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9 
ہے K‏ 
غو 


لقد طبقنا القاعدة Ə‏ [ على الخط الأول فحصلنا على الخطین الثاني والثالث. 
وطبقنا القاعدة > | على الخط الثاني (الفرع الایمن) فحصلنا على الخطین 
الخامس والسادس (الفرع الایمن). وطبقنا القاعدة | | على الخط الثالث 
(الفر £ الایسر) فحصلنا على الخط الرابع. طبقنا القاعدة ۸ | على الخط 
الثالث (الفر ع الایمن) فحصلنا على الخط السابع (الفرع الایمن) و أخیرا طبقنا 
القاعدة — على الخط الثاني (الفرع الایسر) فحصلنا على الخط السابع 
(الفر ع الایسر). الشجرة مغلقة» واذن الصيغة المعطاة تكرارية. 


] (K — (L + M) ¬+ ((K — L) > (K > M))(5) 


l) سن‎ K—(L- M) 

2) ۷ |) ج‎ L) > (K + M)) 

3) VK >à L 

4) VÎ(K ج-‎ M) 

5) K 

6) IM 

الصيغة تكرارية. ہے )7 
X‏ )8 

2) 11 L—> M 

10) x = ۷ 
1 ]L M 
12) Xx × 
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6) 


7) 
8) 


(ب) 


y ]Kv L (1) 
v ](]L A M)—Ə 1K) 


v ]LAM 
1] K 
K 


]L 
M 


]K 
x X 


الصیختان غير متسقتين 3 أن الشجرة المنتهية مغلقة» اي أنه لا توجد امكانية 


l) 
2) 


3) 


4) 
5) 


6) 


71 
81 


لجعل الصيغتين صادقتین فی نفس الوقت. 
)2( 
(]LA M) —> ]K‏ 
(lk v L)‏ 
11 


1L 
K 


OLAM 1# 


X 


IIL IM 


٨ 


33د 


و الصیغتان متسقتان وذلك أن الشجرة المنتهية مفتوحة لوجود فرع مفتوح 


وهدا يعني وجود إمكانية جعل الصیغتین صادقتین في نفس الوقت. 


(3) 
1) K>L 
2) ML 
3) ](K — M) 
4) K 
5) ]M 
6) lk L 
x 
7) | M L 
الشجر 2 مفتوحة؛ و ان الصیغ متسقة.‎ 
5 
1) y Kol ( ) 
2) لم‎ 
3) Y م‎ 
4 K 1 
5( L ] L 
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لقد أغلق فرع واحد من الشجرة لوجود ]K‏ و عليه وبقیت الفروع الأخرى 
مفتوحة. هکذا فالشجرة مفتوحة وتوجد على الأقل امکانية واحدة لجعل 
الصيغتين صادقتین في نفس الوقت وإذن فهما متسقتين. 


6) 
7۱ 
8) 


(G) 
K —>(LA(M ۷ N) (1) 
|) + L) 
K 
1) 
Kk ہ۸‎ )۸۸۰۷ ۷( 
X L 
MvN 
x 


الفرع الأيسر مغلق لوجود K, K‏ [ عليه والفرع الأيمن مغلق لوجود L.‏ 
وبا عليه وهکذا فالشجرة مغلقة وصورة الحجة صحيحة. 


l) 
2) 


3) 
4) 
2) 


0) 


1) 
8) 


v K—(LvM) (2) 
M ]L aK 


]M 
٢ 
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٣ س‎ - 

ة الحجه صحيحة ۱ 
Kv(LAM) 00‏ ۷ 
L 0‏ ب K‏ 


š š‏ الحجة خاطنه. 


K—(L—M) (4)‏ ين 


کي 
]M‏ 


336 


l) v ]K—L 
2۱ v (د) راب116‎ 
4) 111 L 
5) K /۱ 
"` ]K L 
a IK L 
7) X 


الصیغتان لیستا متکافئتین وذلك لوجود فرع مفتوح واحد على أقلء و هکذا 
فانه توجد على الاقل امكانية واحدة» لجعل با ج K‏ | صادقة بینما تکون 
L)‏ ج )| كاذبة. 


)2( الشجرة الأولى الشجرة الثانية 
ا106۸ ۷٧‏ ۰م ۱۴۷۱۸ v‏ 
lL) 2) ۷ ](IKv]L)‏ )|| ۶ )2 
ءھ2 (3 اہک v‏ )3 

4) K 4) v IIL 

5) L Š) K 
6) L 

6) lk IL 

7) X X 7) lk ] L 
5) x 2 


لشجرتان مغلقتان» وإذن الصیختان متكافئتان. 
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(3) 


الشجرة الأولى الشجرة الثانية 
l) L 1) ۷ 0 A K‏ 
^K) 1 EN‏ (اجه )1 2۱ 
Sç‏ کی )5 ز× لا ۱04 3 
]L L‏ )6 .` 0 
x x‏ )7 


4 جر 5 الاولی معلفت بیتما اٹ چر Š‏ النانیه مفتوحة ويالتالي فالصيغتان غير 


(—) 

l) Kab 
2) V (3x)K, (2) 7 (Vx) (K, — L.)(1) 
3) (V x) (K, > لہا‎ 2) (3x) K, 
4 K 3) 1x) سا‎ 
5) 4 K,— و[‎ 4) (Vx) ] L. 
6) ¥ K,— کا‎ ۰: 
7 V سم‎ Kee 2 : 

> وا )6 
ما[ )7 K‏ کا رہ 

x 

9) [Ko ۷ “N 


8) ]K, La 
م ہے‎ 9) x x 
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)3( غير متسقة (4)غیر متسقة. 
)3( 2701 7 ۱ 
)1( ما )| v‏ 21 
3١ 10× IK,‏ 
4١ (vx) | L,‏ 


مآ( 14 »)| ۷ )5 


6١ (3x) ۰ L. 
7) x ] L, 
x 


لقد طبقنا القاعدة 3 ] على الخط الثاني فحصلنا على الخط الرابع. وطبقتا 
القاعدة جب على لخط الأول فحصلنا على الخامس. الفر ع الایسر مغلق 
لوجود ,| («3) و (:1)3 علیه. الایمن مغلق لوجود ما | و ہا علیه. 
الشجر 5 مغلقه وصورة الحجه صحيحة. 
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(2) 
J v (3x) K, 
2) 7” (3x) L, 
3) V ](x)(K,.A L.) 
4( K, 
5) Ly 
(Vx) |(K, A L,) 


7 v ](K,A L.) 
ر8‎ 7 (Kora Le) 


9 IK, Tu. 


Xx 


10) ]K, | ٠ 
x 


صورة الحجة خاطئةء ذلك أن الشجرة المنتهية مفتوحه لوجود فرع مفتوح 
وعندما طبقنا القاعدة 3 أدخلنا الحد a‏ على الخط الرابع وحد آخر b‏ على 
الخط الخامس في التطبيق الثاني لهذه القاعدة. 

(3) 


l ۷ (ax) (Vx) K,y 
2) 7 l(vx)(3) K 
3) (Vy) Kay 

4 V (3x)]Gy) ہڈا‎ 


5( پ‎ 1 )3«( Kyb 


6) (Vy) | Kye 
7) ] Kah 

8) Kab 

9) x 


صورة الحجة صحيحه لقد طبقنا القاعدة 3 على الخط الأول فحصلنا على 
الخط الثالث. وطبقنا v‏ | على الخط الثاني فحصانا على الرابع. وطبقتا 
القاعدة 3 على الرابع فحصلنا على الجامس. وطبقنا 3 على الخامس فحصلنا 
على السادس. طبقنا ۷ على السادس فحصلنا على السابم. ثم طبقنا ۷ على 
الثالث فحصانا على الثامن. أخذنا السابم والثامن فغلقنا الشجرة على الخط 
التاسع. 

(4)صورة الحجة صحيحة. 

1١ a=b (5) 


2 — |(Kab—->Kba) 
3) ¥ ](Kaa—Kaa) 


4) Kaa 
5) ]Kaa 
6) x 


لقد استبدلنا على الخط 3 ظهور b‏ على الخط 2 مرتین بواسطة 2 وذلك 


(6) 
2 (ا 
=a)‏ )| (2 
|(a=a)‏ (3 
2 
صورة الحجة صحيحة. 
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الطبیګۍ هنا. ka E‏ الأشتقاق sual 7 E:‏ ¿ تم یتم 
یداب انقضاڼا مع براهين صفات هذا ال : 


07 مفهوم الهوية وأخيرا یبنی النسة الصورى لساب حمولات. 
تدرس j‏ شجار | دق S‏ مه آخری فعاله سر فى رر_-‫ میت با 


لتحدید: آنواع الصيغ 

عل تند —Lur>‏ المحمولات. 

انه أول كتاب باللفة العربية خوی حلولاً مفصلة لمئات التمارين. التی 
قية للقاریء لتثبيت العاگات النظرية ال 


بنطق وقام بتدریسه فی عدة جامعات عربية. كما وعمل 
في مراكز إخاث چو — وأوروبه 2 ونشر اکت من ٦‏ مقال وكتاب 


2 -306 -9957-00 لاه | 


mi Hi‏ ۱ | د 
x ll ۱‏ 
x |‏ | | ۳۳ 
HIH ||| ||‏ 
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